
� ¤ ç¨ �.-�¥â¥à¡ãà£áª®© «¥â­¥© èª®«ë 2008 £., áâ àè ï £àã¯¯  C

�áâã¯¨â¥«ì­ ï ®«¨¬¯¨ ¤ , 7  ¢£ãáâ  2008 £.

1. � ª®¥ ­ ¨¡®«ìè¥¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ­ âãà «ì­ëå ç¨á¥« ¬®¦¥â áâ®ïâì ¢ àï¤, ¥á«¨ áã¬¬  «î¡ëå 17 ç¨á¥« ¯®¤àï¤

ç¥â­ ,   «î¡ëå 18 ç¨á¥« ¯®¤àï¤ { ­¥ç¥â­  ?

2. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯à¨ «î¡ëå ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå x; y; z ¢ë¯®«­ï¥âáï ­¥à ¢¥­áâ¢®

sinx cos y sin z + cosx sin y cos z 6 1:

3. �®çª  D | á¥à¥¤¨­  áâ®à®­ë AC âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC, â®çª  F «¥¦¨â ­  áâ®à®­¥ BC. �âà¥§ª¨ AF ¨ BD

¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥ E, ¨ AE = BC. �®ª ¦¨â¥, çâ® BF = EF .

4. �  è å¬ â­®© ¤®áª¥ áâ®ïâ ­¥áª®«ìª® ¯¥è¥ª. �®ª ¦¨â¥, çâ® ­ ©¤¥âáï \ªà¥áâ", ¢ ª®â®à®¬ áâ®¨â ­¥ç¥â­®¥

ç¨á«® ¯¥è¥ª. (�à¥áâ®¬ ¬ë ­ §ë¢ ¥¬ ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ¢¥àâ¨ª «¨ ¨ £®à¨§®­â «¨.)

5. � áâà ­¥ 2008 £®à®¤®¢. � ¦¤ë© £®à®¤ á¢ï§ ­  ¢¨ «¨­¨ï¬¨ á ­¥ª®â®àë¬¨ ¤àã£¨¬¨, ¯à¨ç¥¬ ¤«ï ª ¦¤®£®

£®à®¤  ç¨á«® ¨áå®¤ïé¨å ¨§ ­¥£®  ¢¨ «¨­¨© ¥áâì áâ¥¯¥­ì ¤¢®©ª¨ (1, 2, 4, 8, : : : ). �«ï ª ¦¤®£® £®à®¤  áâ â¨áâ¨ª ¯®¤-

áç¨â « ª®«¨ç¥áâ¢® ¬ àèàãâ®¢ ¨§ íâ®£® £®à®¤  ¢ ¤àã£¨¥ £®à®¤ , ¨¬¥îé¨å ­¥ ¡®«ìè¥ ®¤­®© ¯¥à¥á ¤ª¨. �®ª ¦¨â¥,

çâ® áã¬¬  ¢á¥å ¯®«ãç¥­­ëå ç¨á¥« ­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì à ¢­  2000000.

�ë¢®¤­ë¥ § ¤ ç¨

6. �ªàã¦­®áâì ¯à®å®¤¨â ç¥à¥§ ¢¥àè¨­ë A ¨ C ®áâà®ã£®«ì­®£® âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC ¨ ¯¥à¥á¥ª ¥â áâ®à®­ë

AB ¨ BC ¢ â®çª å D ¨ E. �®çª¨ D1 ¨ E1 á¨¬¬¥âà¨ç­ë â®çª ¬ D ¨ E á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ®â­®á¨â¥«ì­® ®á­®¢ ­¨ï

¢ëá®âë âà¥ã£®«ì­¨ª , ®¯ãé¥­­®© ­  áâ®à®­ã AC. �àï¬ë¥ CD1 ¨ AE1 ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥ K. �®ª ¦¨â¥, çâ®

\AKC = \ABC.

7. � ©¤¨â¥ ¢á¥ ¯ àë ¯à®áâëå ç¨á¥« p ¨ q â ª¨¥, çâ® p2 � p+ 1 = q
3.

8. �  ®áâà®¢¥ ¦¨¢ãâ 90 àëæ à¥© ¨ 10 ­®à¬ «ì­ëå «î¤¥©. �ëæ à¨ ¢á¥£¤  £®¢®àïâ ¯à ¢¤ã,   ­®à¬ «ì­ë¥ «î¤¨

¬®£ãâ £®¢®à¨âì ª ª ¯à ¢¤ã, â ª ¨ «®¦ì. � §à¥è ¥âáï ¢ë¡à âì «î¡®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¦¨â¥«¥© ®áâà®¢  ¨ á¯à®á¨âì «î¡®-

£®  ¡®à¨£¥­ , ¥áâì «¨ ¢ íâ®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ ­®à¬ «ì­ë¥ «î¤¨. �®ª ¦¨â¥, çâ® §  10 ¢®¯à®á®¢ ¬®¦­® £ à ­â¨à®¢ ­­®

­ ©â¨ å®âï ¡ë ®¤­®£® àëæ àï.

�¥à¨ï 1(c). �ã¤¥¬ ¯®áç¨â âì!

1. � §­®áâì è¥áâ¨§­ ç­ëå ç¨á¥« abcdef ¨ fdebca ¤¥«¨âáï ­  271. �®ª ¦¨â¥, çâ® b = d ¨ c = e.

2. � ©¤¨â¥ ­ ¨¬¥­ìè¥¥ §­ ç¥­¨¥ ¢ëà ¦¥­¨ï  ) j9k � 5lj, ¡) j11k � 5lj, ¢) j36k � 5lj ¯à¨ ­ âãà «ì­ëå k ¨ l.

3. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï «î¡ëå ­ âãà «ì­ëå x ¨ y ç¨á«® ���(x+ y; xy) ����(x; y) ç¥â­®.

4. �«ï ­¥ª®â®àëå ­ âãà «ì­ëå a ¨ b ç¨á«® a+1
b

+ b+1
a

{ æ¥«®¥. �®ª ¦¨â¥, çâ® (a; b) 6
p
a+ b.

5. � âà¥ã£®«ì­¨ª¥ ABC ã£®« B à ¢¥­ 60�; ¡¨áá¥ªâà¨áë AD ¨ CE ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥ I: �®ª ¦¨â¥, çâ®

ID = IE:

6. �â®à®­ë ¨ ¤¨ £®­ «¨ 55-ã£®«ì­¨ª  à áªà è¥­ë ¢ 54 æ¢¥â . �®¦¥â «¨ ¡ëâì â ª, çâ® ¨§ ª ¦¤®© ¢¥àè¨­ë

¢ëå®¤ïâ à¥¡à  ¢á¥å æ¢¥â®¢?

7. �¥è¨â¥ ¢ ­ âãà «ì­ëå ç¨á« å ãà ¢­¥­¨¥ x3 + y
3 + 1 = 3xy.

8. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯à¨ à §­ëå ­ âãà «ì­ëå m ¨ n ç¨á«  2m ¨ 2n ¨¬¥îâ à §«¨ç­ë¥ ­ ¡®àë æ¨äà (á ãç¥â®¬

ªà â­®áâ¨).

9. �®¦­® «¨ ¨§ ­ ¡®à  £¨àì 31, : : : , 3n ¢ë¡à âì ¤¢  ­ ¡®à  ®¤¨­ ª®¢®£® ¢¥á ?

�¥à¨ï 2. �á¥ ­  ¯®¨áª¨ ª« ¤ !!!

1. �®ª ¦¨â¥, çâ® ãà ¢­¥­¨¥ x2 + y
2 = z

5 ¨¬¥¥â ¡¥áª®­¥ç­® ¬­®£® à¥è¥­¨© ¢ æ¥«ëå ç¨á« å.

2. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ ¯àï¬ë¥ AA1; BB1; CC1 ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥ K ¢­ãâà¨ âà¥ã£®«ì­¨ª , â® ¢ë¯®«­ïîâáï

à ¢¥­áâ¢ :  ) KA1

AA1

+ KB1

BB1

+ KC1

CC1

= 1; ¡) KA
AA1

+ KB
BB1

+ KC
CC1

= 2.

3. �®à®¤  áâà ­ë á®¥¤¨­¥­ë  ¢¨ «¨­¨ï¬¨. �§ áâ®«¨æë ¢ëå®¤¨â 21 «¨­¨ï, ¨§ £®à®¤  � «ì­¨© | ®¤­ ,   ¨§

ª ¦¤®£® ¨§ ®áâ «ì­ëå £®à®¤®¢ | ¯® ¤¢¥­ ¤æ âì  ¢¨ «¨­¨©. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¨§ áâ®«¨æë ¬®¦­® ¤®«¥â¥âì ¤® £®à®¤ 

� «ì­¨© (¢®§¬®¦­®, á ¯¥à¥á ¤ª ¬¨).

4. �­áâàãªæ¨ï ¯® ®âëáª ­¨î ª« ¤  £« á¨â: "�«ï â®£®, çâ®¡ë ­ ©â¨ ª« ¤, ­ã¦­® áâ âì ¯®¤ ¡¥à¥§®© «¨æ®¬

ª ¯àï¬®© «¨­¨¨, á®¥¤¨­ïîé¥© ¤ã¡ ¨ á®á­ã. �à¨ íâ®¬ ¤ã¡ ¤®«¦¥­ ®ª § âìáï á¯à ¢ ,   á®á­  á«¥¢ . � â¥¬ ­ã¦­®

¯®©â¨ ª ¤ã¡ã, áç¨â ï è £¨. �®©¤ï ¤® ¤ã¡ , ¯®¢¥à­ãâì ¯®¤ ¯àï¬ë¬ ã£«®¬ ­ ¯à ¢® ¨ ¯à®©â¨ áâ®«ìª® ¦¥ è £®¢,

áª®«ìª® ¡ë«® ¯à®©¤¥­® ®â ¡¥à¥§ë ¤® ¤ã¡ . � íâ®¬ ¬¥áâ¥ ®áâ ­®¢¨âìáï ¨ ¯®áâ ¢¨âì ¢¥èªã. � â¥¬ á«¥¤ã¥â ¢¥à­ãâìáï

ª ¡¥à¥§¥ ¨ ¯®©â¨ ®â ­¥¥ ª á®á­¥, áç¨â ï è £¨. �®©¤ï ¤® á®á­ë, ¯®¢¥à­ãâì ¯®¤ ¯àï¬ë¬ ã£«®¬ ­ «¥¢® ¨ ¯à®©â¨

áâ®«ìª® ¦¥ è £®¢, áª®«ìª® ¡ë«® ¯à®©¤¥­® ®â ¡¥à¥§ë ¤® á®á­ë. � íâ®¬ ¬¥áâ¥ ®áâ ­®¢¨âìáï ¨ ¯®áâ ¢¨âì ¢¥èªã.

�« ¤ § àëâ â®ç­® ¯®áà¥¤¨­¥ ¬¥¦¤ã ¢¥èª ¬¨." �à¨¡ë¢ ­  ¬¥áâ®, ª« ¤®¨áª â¥«ì ®¡­ àã¦¨«, çâ® ¤ã¡ ¨ á®á­ 

­ «¨æ®,   ®â ¡¥à¥§ë ­¥ ®áâ «®áì ¨ á«¥¤ . � ª ­ ©â¨ ª« ¤?

5. � ©¤¨â¥ ¢á¥ ­ âãà «ì­ë¥ ç¨á« , ¬¥­ìè¨¥ 300, ã ª®â®àëå à®¢­® 15 ¤¥«¨â¥«¥©.

6. �¥®à¥¬  �¥­¥« ï. �®çª¨ A1, B1, C1 à á¯®«®¦¥­ë ­  áâ®à®­ å âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC ¨«¨ ­  ¨å ¯à®¤®«¦¥-

­¨ïå. �®ª ¦¨â¥, çâ® ®­¨ «¥¦ â ­  ®¤­®© ¯àï¬®© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
��!
AB1
��!
B1C

��!
CA1
��!
A1B

��!
BC1
��!
C1A

= �1.

7. �  ®ªàã¦­®áâ¨ áâ®ïâ 10 æ¥«ëå ç¨á¥«, áã¬¬  ª®â®àëå à ¢­  1. �ª®«ìª® ¥áâì ¯ïâ¥à®ª ç¨á¥« ¯®¤àï¤, áã¬¬ 

ª®â®àëå ¡®«ìè¥ 0?

8. � áâà®ªã ¢ë¯¨á ­® 10 ­ âãà «ì­ëå ç¨á¥«, ­¨ ®¤­® ¨§ ª®â®àëå ­¥ ¤¥«¨âáï ­  10. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¨§ ­¨å

¬®¦­® ¢ë¡à âì ­¥áª®«ìª® áâ®ïé¨å àï¤®¬, áã¬¬  ª®â®àëå ¤¥«¨âáï ­  10.



9. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢ âà¥ã£®«ì­¨ª¥ ABC ç¥¢¨ ­ë AA1; BB1CC1 ¯¥¥á¥ª îâáï ¢ ®¤­®© â®çª¥ â®£¤  ¨ â®«ìª®

â®£¤ , ª®£¤  sin\ACC1

sin\BCC1

� sin\CBB1

sin\ABB1

� sin\BAA1

sin\CAA1

= 1:

�¥à¨ï 3. �®¢¨ ¬®¬¥­â!

1.  ) �ë¢¥¤¨â¥ ª®­¥ç­ãî ä®à¬ã«ã ¤«ï áã¬¬ë ¯¥àëå n ª¢ ¤à â®¢ ­ âãà «ì­ëå ç¨á¥«. ¡) �®ª ¦¨â¥, çâ®

13 + 23 + : : :+ n
3 = (1 + 2 + : : :+ n)2.

2. �àï¬ ï �¨¬á®­ . �á«¨ ¨§ ª ª®©-«¨¡® â®çª¨ ®ªàã¦­®áâ¨ ®¯ãé¥­ë ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïàë ­  ¢á¥ áâ®à®­ë

¢¯¨á ­­®£® ¢ ­¥ñ âà¥ã£®«ì­¨ª  (¨«¨ ­  ¨å ¯à®¤®«¦¥­¨ï), â® ®á­®¢ ­¨ï íâ¨å ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà®¢ «¥¦ â ­  ®¤­®©

¯àï¬®©.

3. �­ãâà¨ âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC ®â¬¥â¨«¨ â®çªã Z ¨ ¯à®¢¥«¨ ç¥à¥§ ­¥ñ ¨ ¢¥àè¨­ë âà¥ã£®«ì­¨ª  ¯àï¬ë¥,

¯¥à¥á¥ª îé¨¥ áâ®à®­ë ¢ â®çª å A1; B1; C1 á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �®£¤  ¯àï¬ë¥ AA2; BB2; CC2; á¨¬¬¥âà¨ç­ë¥ ¯àï¬ë¬

AA1; BB1; CC1 ®â­®á¨â¥«ì­® ¡¨áá¥ªâà¨á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ã£«®¢ âà¥ã£®«ì­¨ª , ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ ®¤­®© â®çª¥.

4. �®ª ¦¨â¥, çâ® áà¥¤­¥¥  à¨ä¬¥â¨ç¥áª®¥ ­¥áª®«ìª¨å ¯à®«®¦¨â¥«ì­ëå ç¨á¥« a1, a2, : : : , an ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â

¨å áà¥¤­¥£® ª¢ ¤à â¨ç¥áª®£®: a1+a2+:::+an
n

6

q
a2
1
+a2

2
+���+a2

n

n
.

5. �®ª ¦¨â¥, çâ® áã¬¬  æ¨äà ç¨á«  1981n ­¥ ¬¥­ìè¥ 19.

6. �®ª ¦¨â¥ â®¦¤¥áâ¢® Fm+n = Fn�1Fm + FnFm+1 (Fk | k-®¥ ç¨á«® �¨¡®­ çç¨).

7. � £®à®¤¥ á «î¡®© áâ ­æ¨¨ ¬¥âà® ¬®¦­® ¯à®¥å âì (¢®§¬®¦­®, á ¯¥à¥á ¤ª ¬¨) ­  «î¡ãî ¤àã£ãî. �®ª ¦¨â¥,

çâ® ¬®¦­® § ªàëâì ®¤­ã áâ ­æ¨î (¡¥§ ¯à ¢  ¯à®¥§¤  ç¥à¥§ ­¥¥) â ª, çâ®¡ë á «î¡®© ¨§ ®áâ ¢è¨åáï áâ ­æ¨© ¬®¦­®

¡ë«® ¯à®¥å âì ­  «î¡ãî ¤àã£ãî.

8. �ãáâì p1, p2, p3 { ª¢ ¤à â­ë¥ âà¥åç«¥­ë á ¯®«®¦¨â¥«ì­ë¬¨ áâ àè¨¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨. �®ª ¦¨â¥, çâ®

¥á«¨ ª ¦¤ë¥ ¤¢  ¨§ ­¨å ¨¬¥îâ ®¡é¨© ª®à¥­ì, â® ª¢ ¤à â­ë© âà¥åç«¥­ p1 + p2 + p3 ¨¬¥¥â ª®à¥­ì.

9. �®áâà®©â¥ æ¨àªã«¥¬ ¨ «¨­¥©ª®© ­  ¯«®áª®áâ¨ â ªãî â®çªã S, çâ®¡ë áã¬¬  ª¢ ¤à â®¢ ¥ñ à ááâ®ï­¨© ¤®

¢¥àè¨­ ¬­®£®ã£®«ì­¨ª  A1A2 : : :An ¡ë«  ­ ¨¬¥­ìè¥©.

10. � ­ âà¥ã£®«ì­¨ª ABC. �ãáâì O | â®çª  ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¥£® ¬¥¤¨ ­,   M , N ¨ P | â®çª¨ áâ®à®­ AB, BC

¨ CA, ¤¥«ïé¨¥ íâ¨ áâ®à®­ë ¢ ®¤¨­ ª®¢ëå ®â­®è¥­¨ïå (â.¥. AM :MB = BN : NC = CP : PA = p : q). �®ª ¦¨â¥,

çâ® O | â®çª  ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¬¥¤¨ ­ âà¥ã£®«ì­¨ª , ®¡à §®¢ ­­®£® ¯àï¬ë¬¨ AN , BP ¨ CM .

�¥à¨ï 4. �®«ï­ª .

1. �®ª ¦¨â¥, çâ® 1
2
+ 1

3
+ 1

4
+ � � �+ 1

2n
> n

2
.

2. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ «î¡ëå k ¯®¤àï¤ ¨¤ãé¨å ­ âãà «ì­ëå ç¨á¥« ¤¥«¨âáï ­  k!.

3. � £à ä¥ ¨§ 2n ¢¥àè¨­ n2 + 1 à¥¡à®. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥áâì âà¨ ¢¥àè¨­ë, ¯®¯ à­® á®¥¤¨­¥­­ë¥ à¥¡à®¬.

4. �®çª  X à á¯®«®¦¥­  ¢­ãâà¨ ¯ à ««¥«®£à ¬¬  ABCD: �®ª ¦¨â¥, çâ® S4ABX + S4CDX = S4BCX +

S4ADX :
5. � âà¥ã£®«ì­¨ª¥ ABC ¯à®¢¥¤¥­ë ¢ëá®âë BB1 ¨ CC1: �®ª ¦¨â¥, çâ® B1C1 ? OA, £¤¥ O | æ¥­âà ®¯¨á ­­®©

®ªàã¦­®áâ¨ âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC:

6. � « ï â¥®à¥¬  �¥§ à£ . �ãáâì ¢ 4ABC ¢¯¨á ­ 4A1B1C1 â ª, çâ® A1 «¥¦¨â ­  ¯àï¬®© BC, B1 | ­ 

¯àï¬®© CA ¨ C1 «¥¦¨â ­  AB; ¯ãáâì ¯àï¬ë¥ AA1, BB1, CC1 ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥ S. �á«¨ ª ¤ ï ¨§ âàñå ¯ à

¯àï¬ëå AB ¨ A1B1, BC ¨ B1C1, CA ¨ C1A1 ¯¥à¥á¥ª ¥âáï, â® íâ¨ âà¨ â®çª¨ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï «¥¦ â ­  ®¤­®© ¯àï¬®©.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥. �à ä ­ §ë¢ ¥âáï ¤¢ã¤®«ì­ë¬, ¥á«¨ ¥£® ¢¥àè¨­ë ¬®¦­® à §¡¨âì ­  ¤¢  ¬­®¦¥áâ¢  â ª¨¬

®¡à §®¬, çâ® ª ¦¤®¥ à¥¡à® ¡ã¤¥â á®¥¤¨­ïâì ¢¥àè¨­ë ¨§ à §­ëå ¬­®¦¥áâ¢.

7.  ) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢ ¤¢ã¤®«ì­®¬ £à ä¥ ¢á¥ æ¨ª«ë ¨¬¥îâ çñâ­ãî ¤«¨­ã.

¡) � £à ä¥ ¢á¥ æ¨ª«ë ¨¬¥îâ çñâ­ãî ¤«¨­ã. �®ª ¦¨â¥, çâ® £à ä ¤¢ã¤®«ì­ë©.

8. �  ç¥¬¯¨®­ â¥ ¯® äãâ¡®«ã ª ¦¤ ï ª®¬ ­¤  áë£à «  á ª ¦¤®© à®¢­® ®¤¨­ à §, ¯à¨çñ¬ ­¨çì¨å ­¥ ¡ë«®.

�® ¯à ¢¨« ¬ íâ®£® ç¥¬¯¨®­ â , ª ¦¤®© ª®¬ ­¤¥ X ¢àãç «áï ¯à¨§ ¯à¨ ãá«®¢¨¨, çâ® ¤«ï «î¡®© ª®¬ ­¤ë Y ,

®¤¥à¦ ¢è¥© ­ ¤ X ¯®¡¥¤ã, áãé¥áâ¢®¢ «  ª®¬ ­¤  Z, ®¡ë£à ¢è ï Y , ­® ¯à®¨£à ¢è ï X: �® ¨â®£ ¬ âãà­¨à , ¯à¨§

¯®«ãç¨«  à®¢­® ®¤­  ª®¬ ­¤ . �®ª ¦¨â¥, çâ® ®­  ¢ë¨£à «  ¢á¥ ¬ âç¨.

9. �®ª ¦¨â¥, çâ® ª®®à¤¨­ âë â®çª¨ Zl { ¨§®£®­ «ì­®£® ®¡à §  â®çª¨ Z(p; q; r) | ¢ëà ¦ îâáï á«¥¤ãîé¨¬

®¡à §®¬: Zl =
�
a2

p
;
b2

q
;
c2

r

�
=
�
sin2 �
p

;
sin2 �
q

;
sin2 

r

�
.

10. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï «î¡ëå ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå ç¨á¥« a1; a2; : : : ; an ¨ b1; b2; : : : ; bn ¢ë¯®«­ï¥âáï ­¥à ¢¥­áâ¢®

(a1b1 + a2b2 + : : :+ anbn)
2 6 (a21 + a

2
2 + : : :+ a

2
n)(b

2
1 + b

2
2 + : : :+ b

2
n):

�¥à¨ï 5. � ¯®¨áª å ¯à¨ª«îç¥­¨©.

1. �®çª¨, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ª®¬¯«¥ªá­ë¬ ç¨á« ¬ z1, z2, : : : , zn «¥¦ â ¢ ¢¥àè¨­ å ¢ë¯ãª«®£® n-ã£®«ì­¨ª .

�®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ á¢ï§ ­ë á®®â­®è¥­¨¥¬ 1
z1�c+

1
z2�c+: : :+

1
zn�c = 0, â® â®çª  c «¥¦¨â ¢­ãâà¨ íâ®£® n-ã£®«ì­¨ª .

3. 2a+ 3b+ 6c = 0. �®ª ¦¨â¥, çâ® ãà ¢­¥­¨¥ ax2 + bx+ c ¨¬¥¥â ª®à¥­ì ­  ®âà¥§ª¥ [0; 1]:

4. �­áâàãªæ¨ï ¯® ®âëáª ­¨î ª« ¤  £« á¨â: "�«ï â®£®, çâ®¡ë ­ ©â¨ ª« ¤, ­ã¦­® ¢áâ âì ¯®¤ ¯ «ì¬®© á

­®¬¥à®¬ 1, «¨æ®¬ ª ¯ «ì¬¥ á ­®¬¥à®¬ 2. � â¥¬ ­ã¦­® ¯à®©â¨ à®¢­® ¯®«®¢¨­ã à ááâ®ï­¨ï ¤® ¯ «ì¬ë á ­®¬¥à®¬ 2

¨ ¯®¢¥à­ãâìáï «¨æ®¬ ª ¯ «ì¬¥ á ­®¬¥à®¬ 3. � â¥¬ ­ã¦­® ¯à®©â¨ à®¢­® âà¥âì à ááâ®ï­¨ï ¤® ¯ «ì¬ë á ­®¬¥à®¬ 3

¨ ¯®¢¥à­ãâìáï «¨æ®¬ ª ¯ «ì¬¥ á ­®¬¥à®¬ 4, ¨ â ª ¤ «¥¥. �  k-®¬ íâ ¯¥ ­ã¦­® ¯à®©â¨ à®¢­® 1=(k+ 1) à ááâ®ï­¨ï

¤® ¯ «ì¬ë á ­®¬¥à®¬ k+ 1 ¨ ¯®¢¥à­ãâìáï «¨æ®¬ ª ¯ «ì¬¥ á ­®¬¥à®¬ k. �  ¯®á«¥¤­¥¬ íâ ¯¥ ­ã¦­® ¯à®©â¨ à®¢­®

1=2008 à ááâ®ï­¨ï ¤® ¯ «ì¬ë á ­®¬¥à®¬ 2008. �á«¨ ¢á¥ á¤¥« ­® ¯à ¢¨«ì­®, â® ­  £«ã¡¨­¥ ¤¢ãå ¬¥âà®¢ â®ç­® ¯®¤

â®¡®© ¡ã¤¥â ª« ¤."

�à¨¡ë¢ ­  ¬¥áâ®, ª« ¤®¨áª â¥«ì ®¡­ àã¦¨«, çâ® ­  ¢á¥å 2002 ¯ «ì¬ å áâ¥à«¨áì ­®¬¥à . �  ª ª®¥ ­ ¨¬¥­ìè¥¥

ç¨á«® ¯®¯ëâ®ª ®­ § ¢¥¤®¬® ­ ©¤¥â ª« ¤?



5. �¥¡à  ¯®«­®£® £à ä  ¨§ 30 ¢¥àè¨­ à áªà è¥­ë ¢ 14 æ¢¥â®¢. �®ª ¦¨â¥, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â æ¨ª« ¨§ à¥¡¥à

®¤­®£® æ¢¥â .

6. �®ª ¦¨â¥, çâ® ª¢ ¤à â 6�6 { \­¥¯à®ç­ë©", â.¥. çâ® ¥á«¨ íâ®â ª¢ ¤à â á«®¦¨âì ¨§ ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª®¢ 1�2,

â® ­ ©¤¥âáï ­¥ ¯¥à¥á¥ª îé ï ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª®¢ ¯àï¬ ï, à §¡¨¢ îé ï ª¢ ¤à â ­  2 ç áâ¨.

7. �  áâ®à®­ å âà¥ã£®«ì­¨ª  ¢­¥è­¨¬ ®¡à §®¬ ¯®áâà®¥­ë ¯à ¢¨«ì­ë¥ âà¥ã£®«ì­¨ª¨. �®ª ¦¨â¥ á ¯®¬®éìî

ª®¬¯«¥ªá­ëå ç¨á¥«, çâ® ¨å æ¥­âàë ®¡à §ãîâ ¯à ¢¨«ì­ë© âà¥ã£®«ì­¨ª.

8. �¥®à¥¬  �âî àâ . � âà¥ã£®«ì­¨ª¥ ABC ¯à®¢¥¤¥­  ç¥¢¨ ­  CC1. �®ª ¦¨â¥, çâ®

CC
2
1 =

C1B

AB
�CA2 +

C1A

AB
�CB2 � C1A �C1B:

9. �ãáâì f(x) = x
2 � 2. �®ª ¦¨â¥, çâ® ã ¬­®£®ç«¥­  f(f(: : : (f| {z }

n à §

(x)) : : :)) ¥áâì 2n à §«¨ç­ëå ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå

ª®à­¥©.

10. P (x) ¨ Q(x) { ¬­®£®ç«¥­ë á ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨. �§¢¥áâ­®, çâ® ¬­®£®ç«¥­ P (x3) + xQ(x3)

¤¥«¨âáï ­  x3 � 1. �®ª ¦¨â¥, çâ® P (x) ¨ Q(x) ®¡  ¤¥«ïâáï ­  x� 1.

11. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ ç¨á«® a = 22k + 2k + 1 ­¥ ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á«  22
k+1 � 1, â® a | á®áâ ¢­®¥.

�¥à¨ï 6. �­®£®ç«¥­­ ï.

1. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯à¨ ¨§®â®¬¨ç¥áª®¬ á®¯àï¦¥­¨¨ ®â­®á¨â¥«ì­® ¤ ­­®£® âà¥ã£®«ì­¨ª  ®¡à §ë ¥£® ®àâ®æ¥­âà 

¨ æ¥­âà  ¢¯¨á ­­®© ®ªàã¦­®áâ¨ ¯®¯ ¤ îâ ­  ¯àï¬ãî, á®¥¤¨­ïîéãî â®çª¨ � £¥«ï ¨ �¥à£®­­ .

2. P (x) | ¬­®£®ç«¥­ á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨, jP (3)j = jP (7)j = 1. �®ª ¦¨â¥, çâ® P (x) ­¥ ¨¬¥¥â æ¥«ëå

ª®à­¥©.

3. � ¦¤®¥ ¨§ æ¥«ëå ç¨á¥« a0; a1; : : : ; a2005 ­¥ ¬¥­ìè¥ (�1) ¨ ­¥ ¢á¥ à ¢­ë 0, ¯à¨ç¥¬ a0 + 2a1 + 4a2 + : : : +

22005a2005 = 0. �®ª ¦¨â¥, çâ® a0 + a1 + : : :+ a2005 > 0.

4.  ) �á¥ â®çª¨ ¯«®áª®áâ¨ à áªà è¥­ë ¢ ¤¢  æ¢¥â : ªà á­ë© ¨ §¥«ñ­ë©. �®ª ¦¨â¥, çâ® ­ ©¤ãâáï ¤¢¥ â®çª¨

®¤­®£® æ¢¥â  ­  à ááâ®ï­¨¨ 1 ¬¥âà. ¡) �®ª ¦¨â¥, çâ® ­ ©¤ñâáï à ¢­®áâ®à®­­¨© âà¥ã£®«ì­¨ª á ¢¥àè¨ ­ ¬¨ ®¤­®£®

æ¢¥â . ¢) �¥ª®â®àë¥ â®çª¨ ¯¥à¥ªà á¨«¨ ¢ çñà­ë©. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯®-¯à¥¦­¥¬ã ­ ©¤ãâáï ¤¢¥ â®çª¨ ®¤­®£® æ¢¥â 

­  à ááâ®ï­¨¨ 1 ¬¥âà.

5. � ­ë ¤¢  ¯à ¢¨«ì­ëå ¯ïâ¨ã£®«ì­¨ª  A1A2A3A4A5 ¨ A1B2B3B4B5 (¢¥àè¨­ë ãª § ­ë ¯® ç á®¢®© áâà¥«ª¥).

�®ª ¦¨â¥, çâ® ¯àï¬ë¥ A2B2, A3B3, A4B4 ¨ A5B5 ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ ®¤­®© â®çª¥.

6. �ãáâì n { ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«®,   p { ¯à®áâ®¥, ¡®«ìè¥¥ ¤¢ãå. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬­®£®ç«¥­ xn+2p ¯à¨¢®¤¨¬ ­ ¤

Zâ®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  n ¤¥«¨âáï ­  p.

7. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ ¤¢  ªã¡¨ç¥áª¨å ¬­®£®ç«¥­  á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¨¬¥îâ ®¡é¨© ¨àà æ¨®­ «ì­ë©

ª®à¥­ì, â® ®­¨ ¨¬¥îâ ¥é¥ ®¤¨­ ®¡é¨© ª®à¥­ì.

8. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ a; b; c { áâ®à®­ë âà¥ã£®«ì­¨ª , â® a3b + b
3
c + c

3
a > a

2
b
2 + b

2
c
2 + c

2
a
2.

9. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï «î¡ëå n ¨ m áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© ­¥¯à¨¢®¤¨¬ë© ¬­®£®ç«¥­ P (x) áâ¥¯¥­¨ n á æ¥«ë¬¨

ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨, çâ® «î¡®© ¤àã£®© ¬­®£®ç«¥­ Q(x) á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨, ª ¦¤ë© ¨§ ª®â®àëå ®â«¨ç ¥âáï

®â á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ª®íää¨æ¨¥­â  ¬­®£®ç«¥­  P (x) ­¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ ­  m, â ª¦¥ ¡ã¤¥â ­¥¯à¨¢®¤¨¬ë¬. (�­®-

£®ç«¥­ ­ §ë¢ ¥âáï ­¥¯à¨¢®¤¨¬ë¬, ¥á«¨ ®­ ­¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¤¢ãå ¬­®£®ç«¥­®¢ á æ¥«ë¬¨

ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¬¥­ìè¥© áâ¥¯¥­¨.)

�¥à¨ï 7, ¯®¤áª § â¥«ì­®-¯®ª § â¥«ì­ ï.

1.  ) �®ª ¦¨â¥ á«¥¤ãîé¨© ªà¨â¥à¨© �©§¥­èâ¥©­  ­¥¯à¨¢®¤¨¬®áâ¨ ¬­®£®ç«¥­®¢: ¬­®£®ç«¥­ á æ¥«ë¬¨ ª®-

íää¨æ¨¥­â ¬¨ f(x) = x
n + an�1x

n�1 + : : : + a1x + a0, ã ª®â®à®£® ª®íää¨æ¨¥­âë a0, a1, a2, : : : , an ¤¥«ïâáï ­ 

¯à®áâ®¥ ç¨á«® p,   á¢®¡®¤­ë© ç«¥­ a0 ­¥ ¤¥«¨âáï ­  p2, ­¥¯à¨¢®¤¨¬ ­ ¤ Z.

¡) �®ª ¦¨â¥ ª¨â ©áªãî â¥®à¥¬ã ®¡ ®áâ âª å: ¯ãáâì m1;m2; : : : ;mn | ¯®¯ à­® ¢§ ¨¬­® ¯à®áâë¥ ­ âã-

à «ì­ë¥ ç¨á« . �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï «î¡ëå æ¥«ëå r1; r2; : : : ; rn áãé¥áâ¢ã¥â ­ âãà «ì­®¥ X, â ª®¥, çâ® ¤«ï «î¡®£®

1 6 i 6 n X � ri (mod mi).

2. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬­®£®ç«¥­ p(x) á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨, ª®â®àë© ¯à¨ âà¥å à §«¨ç­ëå §­ ç¥­¨ïå x

¯à¨­¨¬ ¥â §­ ç¥­¨¥ 1, ­¥ ¬®¦¥â ¨¬¥âì ­¨ ®¤­®£® æ¥«®£® ª®à­ï.

3. �¥à¥§ â®çª¨ A ¨ B ¯à®¢¥¤¥­ë âà¨ ®ªàã¦­®áâ¨ S1; S2; S3. �ªàã¦­®áâ¨ S1 ¨ S2 ª á îâáï S,   ®ªàã¦­®áâì

S3 ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­  S. �®ª ¦¨â¥, çâ® ã£®« ¬¥¦¤ã S3 ¨ S1 à ¢¥­ ã£«ã ¬¥¦¤ã S3 ¨ S2.

4. �  ®ªàã¦­®áâ¨ ¨¬¥¥âáï 21 â®çª . �®ª ¦¨â¥, çâ® áà¥¤¨ ¤ã£, ¨¬¥îé¨å ª®­æ ¬¨ íâ¨ â®çª¨, ­ ©¤¥âáï ­¥

¬¥­ìè¥ 100 â ª¨å, ã£«®¢ ï ¬¥à  ª®â®àëå ­¥ ¯à¥¢ëè ¥â 120�.
5. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ ç¨á«  m;n 2 N ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ­¥à ¢¥­áâ¢ã

p
7�m=n > 0, â®

p
7�m=n > 1=mn.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥. �¥è¥­¨¥¬ áà ¢­¥­¨ï ¯® ¬®¤ã«î ­ §ë¢ ¥âáï ¢ëç¥â, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© ¤ ­­®¬ã áà ¢­¥­¨î.

6.  ) �¥è¨â¥ áà ¢­¥­¨¥: 6x � 1 (mod 11) ¡) �ª®«ìª® à¥è¥­¨© ¬®¦¥â ¨¬¥âì áà ¢­¥­¨¥ ax � c (mod m), £¤¥

m ­¥ ®¡ï§ â¥«ì­® ¯à®áâ®¥?

¢) (�¥®à¥¬  �¨«ìá®­ ) �®ª ¦¨â¥, çâ® (p � 1)! � �1 (mod p) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  p| ¯à®áâ®¥ ç¨á«®.

7. � ©¤¨â¥ ®áâ â®ª ®â ¤¥«¥­¨ï ¬­®£®ç«¥­  x1988� x
1987+ x

1702� x
811 + 7 ­  x2 + x� 2.

8. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ ¬­®£®ç«¥­ë á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ x2 + p1x+ q1 ¨ x
2 + p2x+ q2 ¨¬¥îâ ®¡é¨© ­¥

æ¥«ë© ª®à¥­ì, â® p1 = p2 ¨ q1 = q2.

9. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢á¥ ¯à®áâë¥ ¤¥«¨â¥«¨ ç¨á«  �¥àá¥­­  Mp = 2p � 1 (p | ¯à®áâ®¥) ¨¬¥îâ ¢¨¤ 2kp + 1 á

­¥ª®â®àë¬ ­ âãà «ì­ë¬ k.



10. �à®¤®«¦¥­¨ï áâ®à®­ AB ¨ CD ¢ë¯ãª«®£® ç¥âëà¥åã£®«ì­¨ª  ABCD ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥ P ,   ¯à®-

¤®«¦¥­¨ï áâ®à®­ BC ¨ AD { ¢ â®çª¥ Q. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ ª ¦¤ ï ¨§ âà¥å ¯ à ¡¨áá¥ªâà¨á: ¢­¥è­¨å ã£«®¢

ç¥âëà¥åã£®«ì­¨ª  ¯à¨ ¢¥àè¨­ å A ¨ C, ¢­¥è­¨å ã£«®¢ ¯à¨ ¢¥àè¨­ å B ¨ D,   â ª¦¥ ¢­¥è­¨å ã£«®¢ ¯à¨ ¢¥à-

è¨­ å Q ¨ P (âà¥ã£®«ì­¨ª®¢ QAB ¨ PBC á®®â¢¥âáâ¢¥­­®) ¨¬¥¥â â®çªã ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï, â® íâ¨ âà¨ â®çª¨ «¥¦ â ­ 

®¤­®© ¯àï¬®©.

�¥à¨ï 8. �¥áç¨â ¥¬ ï.

1. �â®à®­ë âà¥ã£®«ì­¨ª  ¢¨¤­ë ¨§ â®çª¨ O ¯®¤ à ¢­ë¬¨ ã£« ¬¨. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï «î¡®© â®çª¨ M;

«¥¦ é¥© ¢­ãâà¨ âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC OA+ OB +OC 6MA+MB +MC:

2. �®ª ¦¨â¥, çâ® áã¬¬  ªã¡®¢ âà¥å ª®à­¥© ãà ¢­¥­¨ï x3 + px+ q = 0 á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¥áâì æ¥«®¥

ç¨á«®, ¤¥«ïé¥¥áï ­  3.

3. a, b, c, d, e { à §«¨ç­ë¥ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ë¥ ç¨á« . �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯à¨ ¢á¥å e, ®â«¨ç­ëå ®â a, b, c, d

(e � a)(e� b)(e � c)

(d� a)(d� b)(d� c)
+
(e � a)(e� b)(e � d)

(c � a)(c � b)(c� d)
+
(e � a)(e� c)(e � d)

(b � a)(b � c)(b � d)
+

(e� b)(e � c)(e � d)

(a� b)(a� c)(a � d)
= 1:

4. �¯à¥¤¥«¥­¨¥: � { ¢ëç¥â ¯® ¯à®áâ®¬ã ¬®¤ã«î p { ï¢«ï¥âáï ª®à­¥¬ modp ¬­®£®ç«¥­  f(x) á æ¥«ë¬¨

ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨, ¥á«¨ f(�) � 0 (mod p).

� íâ®© § ¤ ç¥ p { ¯à®áâ®¥ ç¨á«®, ¢á¥ áà ¢­¥­¨ï ¤«ï ¬­®£®ç«¥­®¢ modp { ä®à¬ «ì­ë¥, â® ¥áâì ¤¢  ¬­®£®ç«¥­ 

áà ¢­¨¬ë modp, ¥á«¨ áà ¢­¨¬ë ¨å ª®íää¨æ¨¥­âë ¯à¨ ª ¦¤®© áâ¥¯¥­¨ x.

 ) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ � | ª®à¥­ì ¬­®£®ç«¥­  f(x) (mod p), â® f(x) � (x � �)g(x) (mod p) ¤«ï ­¥ª®â®-

à®£® ¬­®£®ç«¥­  g(x) á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨. ¡) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ �1; �2; : : : ; �k - ª®à­¨ ¬­®£®ç«¥­  f(x)

(mod p), â® f(x) � (x � �1)(x � �2) : : : (x � �k)g(x) (mod p) ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ¬­®£®ç«¥­  g(x) á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨-

æ¨¥­â ¬¨. ¢) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬­®£®ç«¥­ áâ¥¯¥­¨ n > 0 ¬®¦¥â ¨¬¥âì ­¥ ¡®«¥¥ n ª®à­¥© modp. £) �®ª ¦¨â¥, çâ®

x
p�1 � 1 � (x� 1)(x� 2) : : : (x� (p� 1)) (mod p). ¤) �ë¢¥¤¨â¥ ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ¯ã­ªâ  £) â¥®à¥¬ã �¨«ìá®­ .

5. � ©¤¨â¥ §­ ª®ç¥à¥¤ãîéãîáï áã¬¬ã  ) C0
n �C

1
n +C

2
n � : : :+ (�1)n�2

C
n�2
n + (�1)n�1

C
n�1
n + (�1)nCn

n :

¡) �®ª ¦¨â¥ â®¦¤¥áâ¢® C0
n�1 + C

1
n�2 +C

2
n�3 + : : :+C

[(n�1)=2]

[n=2]
= Fn; £¤¥ Fn | n-¥ ç¨á«® �¨¡®­ çç¨.

6. �ªàã¦­®áâì á æ¥­âà®¬ O, ¢¯¨á ­­ ï ¢ âà¥ã£®«ì­¨ª ABC, ª á ¥âáï áâ®à®­ AC, AB ¨ BC ¢ â®çª å K, M

¨ N á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �¥¤¨ ­  BB1 âà¥ã£®«ì­¨ª  ¯¥à¥á¥ª ¥â MN ¢ â®çª¥ D. �®ª ¦¨â¥, çâ® â®çª  O «¥¦¨â ­ 

¯àï¬®© DK.

7. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢á¥ ¯à®áâë¥ ¤¥«¨â¥«¨ ç¨á¥« �¥à¬  22
n

+ 1 ¨¬¥îâ ¢¨¤ 2n+1
k + 1 á ­¥ª®â®àë¬ ­ âãà «ì­ë¬

k.

8. � áâà ­¥ 1000 £®à®¤®¢, ­¥ª®â®àë¥ ¯ àë £®à®¤®¢ á®¥¤¨­¥­ë ¤®à®£ ¬¨. �ª § «®áì, çâ® ®¤¨­ ¨§ ª®­æ®¢ «î¡®©

¤®à®£¨ ï¢«ï¥âáï £®à®¤®¬, ¨§ ª®â®à®£® ¢ëå®¤¨â ­¥ ¡®«¥¥ 10 ¤®à®£. � ª®¥ ­ ¨¡®«ìè¥¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ¤®à®£ ¬®¦¥â ¡ëâì

¢ íâ®© áâà ­¥?

9. �á«¨ ®ªàã¦­®áâì ¢¯¨á ­  ¢ á¥£¬¥­â ¨ ª á ¥âáï ¤ã£¨ ¢ â®çª¥ A1,   å®à¤ë BC | ¢ â®çª¥ A2, â® ¯àï¬ ï

A1A2 ï¢«ï¥âáï ¡¨áá¥ªâà¨á®© ã£«  BA1C.

10. �ãáâì AB { ¤ã£  ®ªàã¦­®áâ¨ ¨ â®çª  C { á¥à¥¤¨­  ¤®¯®«­¨â¥«ì­®© ¤ã£¨. �ªàã¦­®áâ¨ !1 ¨ !2 ¢¯¨á ­ë ¢

¤¢ãã£®«ì­¨ª, ®¡à §®¢ ­­ë© ¤ã£®© AB ¨ å®à¤®© AB, ¨ ª á îâáï ¢­¥è­¨¬ ®¡à §®¬. �à®¢¥¤¥¬ ç¥à¥§ â®çªã ª á ­¨ï

®ªàã¦­®áâ¥© !1 ¨ !2 ¨å ®¡éãî ª á â¥«ì­ãî a. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯àï¬ ï a ¯à®å®¤¨â ç¥à¥§ â®çªã C.

�¥à¨ï 9. �¥®à¥¬  �à¨ ­è®­ .

1. �®ª ¦¨â¥, çâ® ç¨á«¨â¥«ì ¤à®¡¨ m
n
= 1+ 1

2
+ 1

3
+ : : :+ 1

p�1
 ) ¤¥«¨âáï ­  p ¯à¨ ¯à®áâ®¬ p > 2, ¡) (â¥®à¥¬ 

�®«ìáâ¥­å®«ì¬ , 1862) ¤¥«¨âáï ­  p2 ¯à¨ ¯à®áâ®¬ p > 3.

2.  ) � ©¤¨â¥ æ¥­âà £®¬®â¥â¨¨, ¯¥à¥¢®¤ïé¥© âà¥ã£®«ì­¨ª ¢ ¥£® á¥à¥¤¨­­ë© âà¥ã£®«ì­¨ª.

¡) (�àï¬ ï �©«¥à ) �®ª ¦¨â¥, çâ® â®çª  ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¬¥¤¨ ­ âà¥ã£®«ì­¨ª  «¥¦¨â ­  ®¤­®© ¯àï¬®© á ®àâ®-

æ¥­âà®¬ ¨ æ¥­âà®¬ ®¯¨á ­­®© ®ªàã¦­®áâ¨. � ª ª®¬ ®â­®è¥­¨¨ ®­  ¤¥«¨â á®¥¤¨­ïîé¨© ¨å ®âà¥§®ª?

3. � ©¤¨â¥ áã¬¬ã:  ) C0
n+C

3
n+C

6
n+: : :+C

3k
n +: : :; ¡) C1

n+C
4
n+C

7
n+: : :+C

3k+1
n +: : :; ¢)C2

n+C
5
n+C

8
n+: : :+C

3k+2
n +: : :.

4.  ) � ¢­ë¥ ®âà¥§ª¨ AB ¨ CD ª á îâáï ®ªàã¦­®áâ¨ S ¢ â®çª å A ¨ D: �®ª ¦¨â¥, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ®ªàã¦-

­®áâì, ª á îé ïáï íâ¨å ®âà¥§ª®¢ ¢ â®çª å B ¨ C: ¡) S1; S2; S3 | âà¨ ®ªàã¦­®áâ¨, æ¥­âàë ª®â®àëå ­¥ «¥¦ â ­ 

®¤­®© ¯àï¬®©. �®ª ¦¨â¥, çâ® âà¨ à ¤¨ª «ì­ë¥ ®á¨ ¯ à ®ªàã¦­®áâ¥© S1 ¨ S2, S2 ¨ S3, S3 ¨ S1 ¯¥à¥áª îâáï ¢

®¤­®© â®çª¥. ¢) �®ª ¦¨â¥ â¥®à¥¬ã �à¨ ­è®­ : ¤¨ £®­ «¨ ®¯¨á ­­®£® è¥áâ¨ã£®«ì­¨ª  ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ ®¤­®©

â®çª¥.

5. � âà¥ã£®«ì­¨ª¥ ABC áã¬¬  à ááâ®ï­¨© ®â â®çª¨ �®àà¨ç¥««¨ ¤® ¢¥àè¨­ à ¢­ 

q
a2+b2+c2

2
+ 2

p
3S; £¤¥ S

| ¯«®é ¤ì íâ®£® âà¥ã£®«ì­¨ª  ¨ a; b; c | ¤«¨­ë á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å áâ®à®­.

6. �  ¤¨ £®­ «¨ AC ¢¯¨á ­­®£® ç¥âëà¥åã£®«ì­¨ª  ABCD ¢§ïâ  â®çª  L â ª ï, çâ® AB = AL. �  «ãç¥ DC

¢§ïâ  â®çª  F â ª ï, çâ® DB = DF . �®çª  E á¨¬¬¥âà¨ç­  B ®â­®á¨â¥«ì­® AD. �®ª ¦¨â¥, çâ® â®çª¨ F , L ¨ E

«¥¦ â ­  ®¤­®© ¯àï¬®©.

7. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯à¨ «î¡®¬ ­ âãà «ì­®¬ n ª «î¡®¬ã ¤¥«¨â¥«î n!, ®â«¨ç­®¬ã ®â á ¬®£® n!, ¬®¦­® ¯à¨¡ ¢¨âì

â ª®© ¤¥«¨â¥«ì n!, çâ® áã¬¬  á­®¢  ¡ã¤¥â ¤¥«¨â¥«¥¬ n!.

8. �¢  áã¬ áè¥¤è¨å £¥®¬¥âà  ¯® ®ç¥à¥¤¨ ®â¬¥ç îâ â®çª¨ ­  ¯«®áª®áâ¨, ¯à¨ç¥¬ ¯®á«¥ ª ¦¤®£® å®¤  «î¡ë¥

âà¨ ®â¬¥ç¥­­ë¥ â®çª¨ ¤®«¦­ë ®¡à §®¢ë¢ âì âà¥ã£®«ì­¨ª ¯«®é ¤ìî ­¥ ¬¥­ìè¥ 1 ¨ ­¥ ¡®«ìè¥ 1000. �à®¨£àë¢ ¥â

â®â, ªâ® ­¥ ¬®¦¥â á¤¥« âì å®¤. �â® ¨§ £¥®¬¥âà®¢ ¨¬¥¥â ¢ë¨£àëè­ãî áâà â¥£¨î?

9. �®ª ¦¨â¥ â®¦¤¥áâ¢® ¯à¨ «î¡®¬ ­¥æ¥«®¬ x:

C
0
n

x
�

C
1
n

x+ 1
+ : : :+ (�1)n

C
n
n

x+ n
=

n!

x(x+ 1)(x+ 2) : : : (x+ n)
:



�¥à¨ï 10. �®¢â®à¥­¨¥ | ¬ âì ãç¥­ìï.

1. �ãáâì p, q | ¯à®áâë¥ ç¨á« , q > 5. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ q j 2p + 3p, â® q > p.

2. �­ãâà¨ ¤ ­­®£® âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC ­ ©¤¨â¥ â®çªã X â ªãî, çâ® ¯¥à¨¬¥âà âà¥ã£®«ì­¨ª  ®¡à §®¢ ­­®£®

®á­®¢ ­¨ï¬¨ ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà®¢, ®¯ãé¥­­ëå ¨§ X ­  áâ®à®­ë ABC ¬¨­¨¬ «ì­ë©.

3.  ) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï «î¡®£® ¯à®áâ®£® p ¨ ­ âãà «ì­ëå n ¨ k áà¥¤¨ ç¨á¥« Ck
n; C

k
n+1; C

k
n+2; : : : ; C

k
n+k ­ ©¤ñâáï

ç¨á«®, ­¥ ¤¥«ïé¥¥áï ­  p.

¡) �®ª ¦â¥, çâ® ¤«ï «î¡®£® k áãé¥áâ¢ã¥â ¡¥áª®­¥ç­® ¬­®£® n, â ª¨å, çâ® Ck
n; C

k
n+1; C

k
n+2; : : : ; C

k
n+k�1 ­¥ ¤¥-

«ïâáï ­  p.

4. � áâà ­¥ ¯à®¢¥«¨  ­ª¥âã, ¢ ª®â®à®© âà¥¡®¢ «®áì ­ §¢ âì «î¡¨¬®£® ¯¨á â¥«ï, åã¤®¦­¨ª  ¨ ª®¬¯®§¨â®à .

Oª § «®áì,çâ® ª ¦¤ë© ã¯®¬ï­ãâë© å®âì à § ¤¥ïâ¥«ì ¨áªãááâ¢ ï¢«ï¥âáï «î¡¨¬ë¬ à®¢­® k «î¤ì¬¨. �®ª ¦¨â¥,

çâ® ¢á¥å ¯à® ­ª¥â¨à®¢ ­­ëå ¬®¦­® à §¤¥«¨âì ­  3k � 2 £àã¯¯ë â ª, çâ® ¢ ª ¦¤®© £àã¯¯¥ «î¡ë¥ ¤¢  ç¥«®¢¥ª 

¨¬¥îâ á®¢¥àè¥­­® à §­ë¥ ¢ªãáë.

5. � ¤àã£®© áâà ­¥ ­¥ª®â®àë¥ ¯ àë £®à®¤®¢ á®¥¤¨­¥­ë  ¢¨ «¨­¨ï¬¨, ¯à¨çñ¬ ª ¦¤ë© £®à®¤ á®¥¤¨­ñ­ ­¥ ¬¥­¥¥,

ç¥¬ á ¯®«®¢¨­®© ¤àã£¨å £®à®¤®¢. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬®¦­® ­ ©â¨ â ª®© ¬ àèàãâ ®¡«ñâ  £®à®¤®¢, ª®â®àë© ­ ç¨­ ¥âáï

¨ § ª ­ç¨¢ ¥âáï ¢ ®¤­®¬ ¨ â®¬ ¦¥ £®à®¤¥ ¨ ª ¦¤ë© £®à®¤ ¯®á¥é ¥â à®¢­® ®¤¨­ à §.

6. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ a, b ¨ c áâ®à®­ë âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC, a+ b+ c = 2p, G| æ¥­âà ¬ áá, O | æ¥­âà ®¯¨á ­­®©

®ªàã¦­®áâ¨, R ¨ r | à ¤¨ãáë ®¯¨á ­­®© ¨ ¢¯¨á ­­®© ®ªàã¦­®áâ¥© á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �®ª § âì á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì

á«¥¤ãîé¨å á®®â­®è¥­¨©:  ) a2 + b
2 + c

2 = 2p2 � 2r2 � 8Rr; ¡) OG2 = R
2 � 1

9
(a2 + b

2 + c
2).

7. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ p = 4n� 1 ¯à®áâ®¥ ¨ (2k � 1; p) = 1, â® [n+ k(k � 1)]2n�1 � 1 (mod p):

8. �ªàã¦­®áâ¨ S1 ¨ S2 ª á îâáï å®à¤ë AB, ¯à®¢¥¤ñ­­®© ¢ ®ªàã¦­®áâ¨ S, ¢ â®çª¥ C. S1 ª á ¥âáï ¤ã£¨ AB

¢ â®çª¥ D,   S2 ª á ¥âáï ¤®¯®«­¥­¨ï ¤ã£¨ AB ¢ â®çª¥ E. AB ¤¥«¨â ã£®« \CAD ¯®¯®« ¬. �®ª ¦¨â¥, çâ® AB |

¤¨ ¬¥âà ®ªàã¦­®áâ¨.

�¥à¨ï 11. �ë¤ ­­ ï á æ¥«ìî à §¦¨¦¥­¨ï ­¥áãé¥áâ¢ãîé¥© áã¡áâ ­æ¨¨.

1. � ©¤¨â¥ ¢á¥ â ª¨¥ ¯à®áâë¥ ç¨á«  p ¨ q, çâ® 2p + 1 ¤¥«¨âáï ­  q,   2q + 1 ¤¥«¨âáï ­  p.

2. �ëç¨á«¨â¥ áã¬¬ã C0
n + C

4
n + C

8
n + : : :.

3. a, b ¨ c { æ¨äàë, ¯à¨ç¥¬ b
2 � 4ac { ª¢ ¤à â æ¥«®£® ç¨á« . �®ª ¦¨â¥, çâ® ç¨á«® abc á®áâ ¢­®¥.

4. � ª¢ ¤à â á® áâ®à®­®© 1 ¯®¬¥áâ¨«¨ 51 â®çªã. �®ª ¦¨â¥, çâ® ­ ©¤ãâáï âà¨ ¨§ ­¨å, «¥¦ é¨¥ ¢­ãâà¨ ªàã£ 

à ¤¨ãá  1=7.

5. �®ª ¦¨â¥, çâ® æ¥­âà âï¦¥áâ¨ âà¥ã£®«ì­¨ª , ¥£® ®¡à § ¯à¨ ¨§®£®­ «ì­®¬ á®¯àï¦¥­¨¨ ¨ ®¡à § ®àâ®æ¥­âà 

¯à¨ ¨§®â®¬¨ç¥áª®¬ á®¯àï¦¥­¨¨ «¥¦ â ­  ®¤­®© ¯àï¬®©.

6. �  ¯«®áª®áâ¨ à á¯®«®¦¥­  ä¨£ãà , ¯«®é ¤ì ª®â®à®© ¬¥­ìè¥ 1. �®ª ¦¨â¥, çâ® ä¨£ãàã ¬®¦­® á¤¢¨­ãâì

â ª, çâ®¡ë ®­  ­¥ ¯®ªàë¢ «  ­¨ ®¤­®£® ã§«  æ¥«®ç¨á«¥­­®© à¥è¥âª¨.

7. �ãáâì A;B;C;D { ç¥âëà¥ ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ â®çª¨ ¯«®áª®áâ¨, ­¥ «¥¦ é¨¥ ­  ®¤­®© ®ªàã¦­®áâ¨, ¨ ­¨ª ª¨¥

âà¨ ¨§ íâ¨å â®ç¥ª ­¥ «¥¦ â ­  ®¤­®© ¯àï¬®©. �®ª ¦¨â¥, çâ® ã£®« ¬¥¦¤ã ®ªàã¦­®áâï¬¨, ®¯¨á ­­ë¬¨ ¢®ªàã£

âà¥ã£®«ì­¨ª®¢ ABC ¨ ABD; à ¢¥­ ã£«ã ¬¥¦¤ã ®ªàã¦­®áâï¬¨, ®¯¨á ­­ë¬¨ ¢®ªàã£ âà¥ã£®«ì­¨ª®¢ CDA ¨ CDB.

8. � áá¬®âà¨¬ äã­ªæ¨î f :N0 ! N0, â ªãî, çâ® áà¥¤¨ §­ ç¥­¨© 0; f(0); f(f(0)); : : : ­ ©¤ãâáï ¯®¢â®àïîé¨¥áï.

�à¨¤ã¬ ©â¥  «£®à¨â¬, ¨á¯®«ì§ãîé¨© ­¥ § ¢¨áïé¨© ®â d ¨ p ®¡êñ¬ ¯ ¬ïâ¨, ª®â®àë© ­ ©¤ñâ ¤«¨­ã ¯¥à¨®¤  p ¨

¯à¥¤¯¥à¨®¤  d ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ §  ¢à¥¬ï O(d+ p).

� â¥¬ â¨ç¥áª¨© ¡®© £àã¯¯ë ��-3 ¯à®â¨¢ �.�.� å¨¯®¢ , 22  ¢£ãáâ  2008 £.

1. �®ª ¦¨â¥, çâ® ãà ¢­¥­¨¥ x2 + y
2 + z

2 + 3(x+ y + z) + 5 = 0 ­¥ ¨¬¥¥â à¥è¥­¨© ¢ à æ¨®­ «ì­ëå ç¨á« å.

2. � âà¥ã£®«ì­¨ª¥ ABC ¯à®¢¥¤¥­ë ¬¥¤¨ ­ë BD, AK ¨ CE, ª®â®àë¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥ M . �§¢¥áâ­®, çâ®
AB
BC

= AK
CE

6= 1. �®ª ¦¨â¥, çâ® ®ªàã¦­®áâ¨, ®¯¨á ­­ë¥ ®ª®«® âà¥ã£®«ì­¨ª®¢ ABM ¨ CBM , ª á îâáï ¯àï¬®© AC.

3. �®¦­® «¨ ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª 4� 1; 5 à §à¥§ âì ­  2 ç áâ¨, ª®â®àë¬¨ ®¡®à ç¨¢ ¥âáï ¥¤¨­¨ç­ë© ªã¡?

4. � ª®¥ ­ ¨¡®«ìè¥¥ ç¨á«® à ¢­ëå ¯® ¬®¤ã«î ª®íää¨æ¨¥­â®¢ ¬®¦¥â ¨¬¥âì ªã¡¨ç¥áª¨© ¬­®£®ç«¥­, ª®à­ï¬¨

ª®â®à®£® ï¢«ïîâáï âà¨ à §«¨ç­ëå æ¥«ëåç¨á« ?

5. �¬¥¥âáï âà¨ ¢­¥è­¥ ®¤¨­ ª®¢® ¢ë£«ï¤ïé¨¥ ¬®­¥âë, ®¤­  ¨§ ª®â®àëå ä «ìè¨¢ ï, ¯à¨ç¥¬ ­¥¨§¢¥áâ­®, «¥£ç¥

®­  ¨«¨ âï¦¥«¥¥ ­ áâ®ïé¥©. �®¦­® «¨ §  âà¨ ¢§¢¥è¨¢ ­¨ï ­  ç è¥ç­ëå ¢¥á å ¡¥§ £¨àì ã§­ âì, ®âà¥£ã«¨à®¢ ­ë

¢¥áë ¨«¨ ­¥â? (� ­¥®âà¥£ã«¨à®¢ ­­ëå ¢¥á®¢ ¯à¨ ¢§¢¥è¨¢ ­¨¨ ®¤­  ¨§ ç è¥ª ¢á¥£¤  \§ ¢ëè ¥â" ¢¥á.)

6. �«®é ¤ì âà¥ã£®«ì­¨ª  á ¢¥àè¨­ ¬¨ ¢ ã§« å æ¥«®ç¨á«¥­­®© à¥è¥âª¨ à ¢­  1
2
. �®¦¥â «¨ ­ ¨¬¥­ìè ï ¨§

¥£® áâ®à®­ ¡ëâì ¡®«ìè¥ 2000?

7. � å¬ â­ ï ¤®áª  8� 8 ª«¥â®ª à §¡¨â  ­  32 ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª  à §¬¥à  2� 1 ª ¦¤ë©. �¢  ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª 

­ §®¢¥¬ \á®á¥¤­¨¬¨", ¥á«¨ ®­¨ ¨¬¥îâ ¡®«¥¥ ç¥¬ ®¤­ã ®¡éãî â®çªã. �¢®¥ ¨£à îâ ­  íâ®© ¤®áª¥ ¢ á«¥¤ãîéãî

¨£àã. � «¥¢®¬ ­¨¦­¥¬ ã£«ã áâ®¨â ä¨èª  ¯¥à¢®£® ¨£à®ª , ¢ «¥¢®¬ ¢¥àå­¥¬ { ¢â®à®£®. �£à®ª¨ å®¤ïâ ¯® ®ç¥à¥¤¨.

� ç¨­ ¥â ¯¥à¢ë©. �®¤ § ª«îç ¥âáï ¢ ¯¥à¥áâ ¢«¥­¨¨ á¢®¥© ä¨èª¨ ­  á®á¥¤­¨© ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª. �ë¨£àë¢ ¥â â®â

¨£à®ª, ª®â®àë© ¯¥à¢ë¬ ¤®¡¥à¥âáï ¤® ¯à®â¨¢®¯®«®¦­®£® ã£«  ¤®áª¨. �ãé¥áâ¢ã¥â «¨ â ª®¥ à §¡¨¥­¨¥ ¤®áª¨, ¯à¨

ª®â®à®¬ ¯à¨ ¯à ¢¨«ì­®© ¨£à¥ ®¡®¨å ¨£à®ª®¢ ¢ë¨£àë¢ ¥â ¢â®à®©? (�® ¢à¥¬ï ¨£àë ®¡¥ ä¨èª¨ ¬®£ãâ ®ª § âìáï ¢

®¤­®¬ ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª¥).

8. �ãáâì a1, a2, : : :, an { â ª¨¥ ­ âãà «ì­ë¥ ç¨á« , çâ® ¢á¥¢®§¬®¦­ë¥ ¨å áã¬¬ë (¯® ®¤­®¬ã, ¯® ¤¢ , : : : ;, ¯®

n (¢á¥£® 2n � 1 áã¬¬) ¯®¯ à­® à §«¨ç­ë. �®ª ¦¨â¥, çâ® 1
a1
+ 1

a2
+ : : :+ 1

an
< 2.

9. � ª« áá¥, ¢ ª®â®à®¬ ãç âáï 20 ç¥«®¢¥ª, ª ¦¤ë¥ ¤¢  «¨¡® ¤àã¦ â, «¨¡®, ¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥, ¢à ¦¤ãîâ.

�§¢¥áâ­®, çâ® áà¥¤¨ «î¡ëå âà¥å ãç é¨åáï ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ¤¢®¥ ¤àã¦ â. � ª« áá¥ ­  á®¡à ­¨¨ ¯à®¨§®è«  áá®à ,

¯®á«¥ ª®â®à®© ­¥ª®â®àë¥ ¯ àë ¯®áá®à¨«¨áì,   ­¥ª®â®àë¥ ¯®¤àã¦¨«¨áì, ¯à¨ç¥¬ â ª, çâ® ¢á¥ à ¢­® áà¥¤¨ «î¡ëå

âà¥å ãç é¨åáï å®âï ¡ë ¤¢®¥ ¤àã¦ â. �®ª ¦¨â¥, çâ® ­¥ ¬¥­¥¥ 30 ¯ à, ¤àã¦¨¢è¨å ¤® áá®àë, ®áâ «¨áì ¤àã¦¨âì.



10. � ©¤¨â¥ ¢á¥ ­ âãà «ì­ë¥ ç¨á«  a, b ¨ c â ª¨¥, çâ® ª®à­¨ ãà ¢­¥­¨© x
2 � 2ax + b = 0, x2 � 2bx + c = 0,

x
2 � 2cx+ a = 0 ï¢«ïîâáï ­ âãà «ì­ë¬¨ ç¨á« ¬¨.

�¥à¨ï 12. �¡à §æ®¢®-¯®ª § â¥«ì­ ï.

1. �¥¢¨ ­ë AA1; BB1; CC1 âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥ M . N { â®çª  ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï B1C1 ¨ AA1.

�®ª ¦¨â¥, çâ® A1N
NA

= 2A1M
MA

.

2.  ) �ãáâì ä¨£ãà  � ­  ¯«®áª®áâ¨ ¨¬¥¥â ¯«®é ¤ì ¡®«ìè¥ 1. �®£¤  ­ ©¤ãâáï ¤¢¥ â®çª¨ A ¨ B, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨¥

ä¨£ãà¥ �, â ª¨¥, çâ® ¢¥ªâ®à
�!
AB æ¥«®ç¨á«¥­­ë© (â® ¥áâì ¥£® ª®®à¤¨­ âë| æ¥«ë¥ ç¨á« ). ¡) (�.�¨­ª®¢áª¨©) �ãáâì

­  ª®®à¤¨­ â­®© ¯«®áª®áâ¨ ¨¬¥¥âáï æ¥­âà «ì­®á¨¬¬¥âà¨ç­ ï (®â­®á¨â¥«ì­® ­ ç «  ª®®à¤¨­ â) ¢ë¯ãª« ï ä¨£ãà 

� ¯«®é ¤¨ ¡®«ìè¥ 4. �®£¤  ®­  á®¤¥à¦¨â æ¥«ãî â®çªã, ®â«¨ç­ãî ®â ­ ç «  ª®®à¤¨­ â.

3. �ãáâì a1; a2; : : : ; an | â ª¨¥ ­ âãà «ì­ë¥ ç¨á« , çâ® ¢á¥¢®§¬®¦­ë¥ ¨å áã¬¬ë (¯® ®¤­®¬ã, ¯® ¤¢ , : : :¯® n

(¢á¥£® 2n � 1 áã¬¬) ¯®¯ à­® à §«¨ç­ë. �®ª ¦¨â¥, çâ® 1
a1
+ 1

a2
+ � � �+ 1

an
< 2.

4. � ª« áá¥, ¢ ª®â®à®¬ ãç âáï 20 ç¥«®¢¥ª, ª ¦¤ë¥ ¤¢  «¨¡® ¤àã¦ â, «¨¡® ¢à ¦¤ãîâ. �§¢¥áâ­®, çâ® áà¥¤¨

«î¡ëå âàñå ãç é¨åáï ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ¤¢®¥ ¤àã¦ â. � ª« áá¥ ­  á®¡à ­¨¨ ¯à®¨§®è«  áá®à , ¯®á«¥ ª®â®à®©

­¥ª®â®àë¥ ¯ àë ¯®áá®à¨«¨áì,   ­¥ª®â®àë¥ ¯®¤àã¦¨«¨áì, ¯à¨çñ¬ â ª, çâ® ¢áñ à ¢­® áà¥¤¨ «î¡ëå âàñå ãç é¨åáï

å®âï ¡ë ¤¢®¥ ¤àã¦ â. �®ª ¦¨â¥, çâ® ­¥ ¬¥­¥¥ 30 ¯ à, ¤àã¦¨¢è¨å ¤® áá®àë, ®áâ «¨áì ¤àã¦¨âì.

5. �®ª ¦¨â¥, çâ® 210 + 512 | á®áâ ¢­®¥ ç¨á«®.

6. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï «î¡®£® ­ âãà «ì­®£® n fn
p
2g > 1

2n
p
2
.

7. �ç é¨¥áï ¨§ãç îâ n > 3 ¯à¥¤¬¥â®¢. �§¢¥áâ­®, çâ® ¯® «î¡®¬ã ¯à¥¤¬¥âã ®â«¨ç­¨ª ¬¨ ï¢«ïîâáï à®¢­® 3

ãç¥­¨ª  ¨ çâ® ¤«ï «î¡ëå ¤¢ãå ¯à¥¤¬¥â®¢ à®¢­® ®¤¨­ ãç¥­¨ª ï¢«ï¥âáï ®â«¨ç­¨ª®¬ ¯® ®¡®¨¬ ¨§ ­¨å. �à¨ ª ª®¬

­ ¨¬¥­ìè¥¬ n ¬®¦­® ãâ¢¥à¦¤ âì, çâ® ­¥ª®â®àë© ãç¥­¨ª | ®â«¨ç­¨ª ¯® ¢á¥¬ ¯à¥¤¬¥â ¬.

8. �â¥¯¥­ì «î¡®© ¢¥àè¨­ë £à ä  ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â d. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥£® ¢¥àè¨­ë ¬®¦­® ¯®ªà á¨âì ¢ d2 + 1

æ¢¥â â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ®¡ë à ááâ®ï­¨¥ ¬¥¦¤ã «î¡ë¬¨ ¤¢ã¬ï ¢¥àè¨­ ¬¨ ®¤­®£® æ¢¥â  ¡ë«® ¡®«¥¥ ¤¢ãå.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥. �®¢®àïâ, çâ® æ¥«®¥ ç¨á«® a, ¢§ ¨¬­® ¯à®áâ®¥ á m, ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ¯® ¬®¤ã«î m ª ¯®ª § â¥«î

d, ¥á«¨ d | ­ ¨¬¥­ìè ï ­ âãà «ì­ ï áâ¥¯¥­ì, ¤«ï ª®â®à®© ad � 1 (mod m).

9.  ) �ãáâì a ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ¯® ¬®¤ã«î m ª ­¥ª®â®à®¬ã ¯®ª § â¥«î d. �®ª ¦¨â¥, çâ® â®£¤  a
k, k 2 N,

¯à¨­ ¤«¥¦¨â ª ­¥ª®â®à®¬ã ¤¥«¨â¥«î d:

� ç¨­ ï á ¯ã­ªâ  ¡), à¥çì ¨¤¥â ® ¢ëç¥â å ¨ ¯®ª § â¥«ïå ¯® ¯à®áâ®¬ã ¬®¤ã«î p:

¡) �ãáâì a ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ª ¯®ª § â¥«î d. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢á¥ ¢ëç¥âë, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨¥ ª ¤¥«¨â¥«ï¬ d, ­ å®-

¤ïâáï áà¥¤¨ ¢ëç¥â®¢ 1; a; a2; : : : ; ad�1
:

¢) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢ëç¥â®¢, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨å ª ¯®ª § â¥«î d, ¨¬¥¥âáï ¨«¨ 0, ¨«¨ '(d):

£) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï «î¡®£® d j p� 1 ¨¬¥¥âáï à®¢­® '(d) ¢ëç¥â®¢, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨å ª ¯®ª § â¥«î d:

�¥à¨ï 13. The Final Cut.

1. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢ ®¯¨á ­­®¬ ç¥âëàñåã£®«ì­¨ª¥ ¤¨ £®­ «¨ ¨ ®âà¥§ª¨, á®¥¤¨­ïîé¨¥ â®çª¨ ª á ­¨ï ¯à®â¨¢®-

¯®«®¦­ëå áâ®à®­ á® ¢¯¨á ­­®© ®ªàã¦­®áâìî, ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ ®¤­®© â®çª¥.

2. �ªàã¦­®áâì ª á ¥âáï áâ®à®­ âà¥ã£®«ì­¨ª  AB ¨ BC âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC ¢ â®çª åD ¨ E,   â ª¦¥ ®¯¨á ­­®©

®ªàã¦­®áâ¨ âà¥ã£®«ì­¨ª  (¢­ãâà¥­­¨¬ ®¡à §®¬). �®ª ¦¨â¥, çâ®DE ¯à®å®¤¨â ç¥à¥§ æ¥­âà ¢¯¨á ­­®© ®ªàã¦­®áâ¨

âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC.

3. �ªàã¦­®áâ¨ á æ¥­âà ¬¨ A, B ¨ C ¯®¯ à­® ª á îâáï ¤àã£ ¤àã£  ¢ â®çª å A1, B1 ¨ C1. �®ª ¦¨â¥, çâ® â®çª¨

¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¯ à ¯àï¬ëå AB ¨ A1B1, BC ¨ B1C1, CA ¨ C1A1 «¥¦ â ­  ®¤­®© ¯àï¬®©.

4. �¢â®¡ãá­ ï á¥âì ­  ®áâà®¢¥ �¥¢¥§¥­¨ï ®¡« ¤ ¥â á«¥¤ãîé¨¬¨ § ¬¥ç â¥«ì­ë¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨: (i) ã ª ¦¤ëå

¤¢ãå  ¢â®¡ãá­ëå ¬ àèàãâ®¢ ¥áâì à®¢­® ®¤­  ®¡é ï ®áâ ­®¢ª ; (ii) ¤«ï ª ¦¤ëå ¤¢ãå  ¢â®¡ãá­ëå ®áâ ­®¢®ª áãé¥-

áâ¢ã¥â à®¢­® ®¤¨­ á®¥¤¨­ïîé¨© ¯àï¬®© ¬ àèàãâ; (iii) ­  ª ¦¤®¬ ¬ àèàãâ¥ à®¢­® 8 ®áâ ­®¢®ª; (iv) ç¥à¥§ ª ¦¤ãî

®áâ ­®¢ªã ¯à®å®¤ïâ à®¢­® 8 ¬ àèàãâ®¢.

 ) �ª®«ìª® ­  íâ®¬ ®áâà®¢¥  ¢â®¡ãá­ëå ®áâ ­®¢®ª? ¡) �ª®«ìª® ­  ­¥¬  ¢â®¡ãá­ëå ¬ àèàãâ®¢? ¢) �®ª ¦¨â¥,

çâ® â ª®© ®áâà®¢ (¢ ®ª¥ ­¥) ¥áâì.

5. � ¬ £ §¨­¥ 5 ¯ãáâëå ¯¨¢­ëå ¡ãâë«®ª ¬®¦­® ®¡¬¥­ïâì ­  ¡ãâë«ªã ¬®«®ª ,   10 ¯ãáâëå ¬®«®ç­ëå ¡ãâë«®ª

| ­  ¡ãâë«ªã ¯¨¢ . �. �. ­ èñ« ¢ ¯®¤¢ «¥ 60 ¯ãáâëå ¡ãâë«®ª ¨ áâ « ¨å ®¡¬¥­¨¢ âì. � ª®­æ¥ ã ­¥£® ®áâ « áì

®¤­  ¯¨¢­ ï ¡ãâë«ª  (¡ãâë«ª¨, ¯®«ãç ¥¬ë¥ ¯à¨ ®¡¬¥­ å, �. �. ¨á¯®«ì§®¢ « ¢ ¯®á«¥¤ãîé¨å ®¡¬¥­ å). �ª®«ìª®

¯¨¢­ëå ¡ãâë«®ª ­ èñ« �. �. ¢ ¯®¤¢ «¥?

6. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯à¨ «î¡ëå ­ âãà «ì­ëå a > 1 ¨ n ç¨á«® '(an � 1) ¤¥«¨âáï ­  n.

7. (�¥®à¥¬  �«¨åä¥«ì¤â ). �®ª ¦¨â¥, çâ® à á¯®«®¦¥­­ãî ­  ¯«®áª®áâ¨ á æ¥«®ç¨á«¥­­®© à¥è¥âª®© ä¨£ãàã

¯«®é ¤¨ S ¬®¦­® ¯ à ««¥«ì­® ¯¥à¥­¥áâ¨ â ª, çâ®¡ë ¢­ãâàì ä¨£ãàë ¯®¯ «®  ) ­¥ ¡®«¥¥ [S] ã§«®¢; ¡) ­¥ ¬¥­¥¥ [S]

ã§«®¢ (  ¥á«¨ S ­¥ æ¥«®¥, â® ­¥ ¬¥­¥¥ [S] + 1).

8. P (x); Q(x); R(x) { ­¥­ã«¥¢ë¥ ¬­®£®ç«¥­ë á à æ¨®­ «ì­ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨. �§¢¥áâ­®, çâ® P (x)Q(x) +

Q(x)R(x) +R(x)P (x) = 1. �®ª ¦¨â¥, çâ® ã íâ¨å ¬­®£®ç«¥­®¢ ­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ®¡é¨å ª®à­¥©.

�¥à¨ï 14. �¥à¥¢ï­­ ï £®¬®â¥â¨ï.

1.�  ®ªàã¦­®áâ¨ ¤ ­ë â®çª¨ A, B, C. �®à¤ë, á®¥¤¨­ïîé¨¥ á¥à¥¤¨­ã ¤ã£¨ AC á á¥à¥¤¨­ ¬¨ ¤ã£ AB ¨ BC,

¯¥à¥á¥ª îâ ®âà¥§ª¨ AB ¨ BC á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¢ â®çª åK ¨H. �®ª ¦¨â¥, çâ®KH ¯à®å®¤¨â ç¥à¥§ æ¥­âà ¢¯¨á ­­®©

®ªàã¦­®áâ¨ âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC.

2.� âà ¯¥æ¨¨ ABCD á ®á­®¢ ­¨ï¬¨ AD ¨ BC ç¥à¥§ â®çªã B ¯à®¢¥¤¥­  ¯àï¬ ï, ¯ à ««¥«ì­ ï áâ®à®­¥ CD

¨ ¯¥à¥á¥ª îé ï ¤¨ £®­ «ì AC ¢ â®çª¥ P ,   ç¥à¥§ â®çªã C { ¯àï¬ ï, ¯ à ««¥«ì­ ï áâ®à®­¥ AB ¨ ¯¥à¥á¥ª îé ï

¤¨ £®­ «ì BD ¢ â®çª¥ Q. �®ª § âì, çâ® ¯àï¬ ï PQ ¯ à ««¥«ì­  ®á­®¢ ­¨ï¬ âà ¯¥æ¨¨.



3. �ãáâì â®çª  P2 ¨§®£®­ «ì­® á®¯àï¦¥­  â®çª¥ P1 ®â­®á¨â¥«ì­® âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC: �§ íâ¨å â®ç¥ª ®¯ãáâ¨«¨

¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïàë P1A1; P1B1; P1C1;P2A2; P2B2; P2C2 ­  áâ®à®­ë BC;CA;AB á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �®ª ¦¨â¥, çâ® â®çª¨

A1; A2; B1; B2; C1; C2 «¥¦ â ­  ®¤­®© ®ªàã¦­®áâ¨.

4. �  ¯«®áª®áâ¨ ¤ ­ë ¤¢¥ ¯àï¬ë¥ l1 ¨ l2, ¯¥à¥á¥ª îé¨¥áï ¢ â®çª¥ A,   â ª¦¥ â®çª  B. �à®¢®¤ïâáï ¢á¥¢®§-

¬®¦­ë¥ ¯ àë ¯àï¬ëå, ¯à®å®¤ïé¨å ç¥à¥§ B ¨ ¯¥à¥á¥ª îé¨¥ l1 ¨ l2, ¨ ®â¬¥ç îâáï â®çª¨ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¤¨ £®­ «¥©

¯®«ãç îé¨åáï ç¥âëà¥åã£®«ì­¨ª®¢. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢á¥ íâ¨ â®çª¨ «¥¦ â ­  ®¤­®© ¯àï¬®©, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§

â®çªã A.

5. �  «¨áâ¥ ¡ã¬ £¨ ­ à¨á®¢ ­ ¯à ¢¨«ì­ë© âà¥ã£®«ì­¨ª á® áâ®à®­®© 2003. � à ««¥«ì­® ¥£® áâ®à®­ ¬ ¯à®-

¢¥¤¥­ë ¯àï¬ë¥, à §¡¨¢ îé¨¥ ¥£® ­  20032 ¯à ¢¨«ì­ëå âà¥ã£®«ì­¨çª®¢ á® áâ®à®­®© 1. �¥¤ï ¨ � è  å®¤ïâ ¯®

®ç¥à¥¤¨. � ¦¤ë© á¢®¨¬ å®¤®¬ ®¡¢®¤¨â ä«®¬ áâ¥à®¬ § ¬ª­ãâãî ­¥á ¬®¯¥à¥á¥ª îéãîáï «®¬ ­ãî, ¯à®å®¤ïéãî

¯® áâ®à®­ ¬ ¥¤¨­¨ç­ëå âà¥ã£®«ì­¨çª®¢ ¨ ï¢«ïîéãîáï £à ­¨æ¥© ¢ë¯ãª«®£® ¬­®£®ã£®«ì­¨ª . �à¨ íâ®¬ à §«¨ç-

­ë¥ «®¬ ­ë¥ ­¥ ¤®«¦­ë ¨¬¥âì ®¡é¨å â®ç¥ª. � ç¨­ ¥â �¥¤ï, ¯à®¨£àë¢ ¥â ­¥ ¨¬¥îé¨© å®¤ . �â® ¢ë¨£à ¥â ¯à¨

¯à ¢¨«ì­®© ¨£à¥?

6. � ­ìïª � áï ¯® ®¤­®© ¯¥à¥à¥§ ¥â ¢¥à¥¢®çª¨ ¢®«¥©¡®«ì­®© á¥âª¨, ¨¬¥îé¥© ¢¨¤ ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª  m � n.

� ª®¥ ­ ¨¡®«ìè¥¥ ç¨á«® ¢¥à¥¢®ç¥ª ¬®¦¥â ®­ à §à¥§ âì ¤® â®£®, ª ª á¥âª  à á¯ ¤¥âáï ­  ªãáª¨?


