
� ¤ ç¨ �.-�¥â¥à¡ãà£áª®© «¥â­¥© èª®«ë 2008 £., áâ àè ï £àã¯¯  A

�áâã¯¨â¥«ì­ ï ®«¨¬¯¨ ¤ , 7  ¢£ãáâ  2008 £.

1. � ª®¥ ­ ¨¡®«ìè¥¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ­ âãà «ì­ëå ç¨á¥« ¬®¦¥â áâ®ïâì ¢ àï¤, ¥á«¨ áã¬¬  «î¡ëå 17 ç¨á¥« ¯®¤àï¤

ç¥â­ ,   «î¡ëå 18 ç¨á¥« ¯®¤àï¤ { ­¥ç¥â­  ?

2. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯à¨ «î¡ëå ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå x; y; z ¢ë¯®«­ï¥âáï ­¥à ¢¥­áâ¢®

sinx cos y sin z + cosx sin y cos z 6 1:

3. �®çª  D | á¥à¥¤¨­  áâ®à®­ë AC âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC, â®çª  F «¥¦¨â ­  áâ®à®­¥ BC. �âà¥§ª¨ AF ¨ BD

¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥ E, ¨ AE = BC. �®ª ¦¨â¥, çâ® BF = EF .

4. �  è å¬ â­®© ¤®áª¥ áâ®ïâ ­¥áª®«ìª® ¯¥è¥ª. �®ª ¦¨â¥, çâ® ­ ©¤¥âáï \ªà¥áâ", ¢ ª®â®à®¬ áâ®¨â ­¥ç¥â­®¥

ç¨á«® ¯¥è¥ª. (�à¥áâ®¬ ¬ë ­ §ë¢ ¥¬ ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ¢¥àâ¨ª «¨ ¨ £®à¨§®­â «¨.)

5. � áâà ­¥ 2008 £®à®¤®¢. � ¦¤ë© £®à®¤ á¢ï§ ­  ¢¨ «¨­¨ï¬¨ á ­¥ª®â®àë¬¨ ¤àã£¨¬¨, ¯à¨ç¥¬ ¤«ï ª ¦¤®£®

£®à®¤  ç¨á«® ¨áå®¤ïé¨å ¨§ ­¥£®  ¢¨ «¨­¨© ¥áâì áâ¥¯¥­ì ¤¢®©ª¨ (1, 2, 4, 8, : : : ). �«ï ª ¦¤®£® £®à®¤  áâ â¨áâ¨ª ¯®¤-

áç¨â « ª®«¨ç¥áâ¢® ¬ àèàãâ®¢ ¨§ íâ®£® £®à®¤  ¢ ¤àã£¨¥ £®à®¤ , ¨¬¥îé¨å ­¥ ¡®«ìè¥ ®¤­®© ¯¥à¥á ¤ª¨. �®ª ¦¨â¥,

çâ® áã¬¬  ¢á¥å ¯®«ãç¥­­ëå ç¨á¥« ­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì à ¢­  2000000.

�ë¢®¤­ë¥ § ¤ ç¨

6. �ªàã¦­®áâì ¯à®å®¤¨â ç¥à¥§ ¢¥àè¨­ë A ¨ C ®áâà®ã£®«ì­®£® âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC ¨ ¯¥à¥á¥ª ¥â áâ®à®­ë

AB ¨ BC ¢ â®çª å D ¨ E. �®çª¨ D1 ¨ E1 á¨¬¬¥âà¨ç­ë â®çª ¬ D ¨ E á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ®â­®á¨â¥«ì­® ®á­®¢ ­¨ï

¢ëá®âë âà¥ã£®«ì­¨ª , ®¯ãé¥­­®© ­  áâ®à®­ã AC. �àï¬ë¥ CD1 ¨ AE1 ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥ K. �®ª ¦¨â¥, çâ®

\AKC = \ABC.

7. � ©¤¨â¥ ¢á¥ ¯ àë ¯à®áâëå ç¨á¥« p ¨ q â ª¨¥, çâ® p2 � p+ 1 = q
3.

8. �  ®áâà®¢¥ ¦¨¢ãâ 90 àëæ à¥© ¨ 10 ­®à¬ «ì­ëå «î¤¥©. �ëæ à¨ ¢á¥£¤  £®¢®àïâ ¯à ¢¤ã,   ­®à¬ «ì­ë¥ «î¤¨

¬®£ãâ £®¢®à¨âì ª ª ¯à ¢¤ã, â ª ¨ «®¦ì. � §à¥è ¥âáï ¢ë¡à âì «î¡®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¦¨â¥«¥© ®áâà®¢  ¨ á¯à®á¨âì «î¡®-

£®  ¡®à¨£¥­ , ¥áâì «¨ ¢ íâ®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ ­®à¬ «ì­ë¥ «î¤¨. �®ª ¦¨â¥, çâ® §  10 ¢®¯à®á®¢ ¬®¦­® £ à ­â¨à®¢ ­­®

­ ©â¨ å®âï ¡ë ®¤­®£® àëæ àï.

�¥à¨ï 1, à §¬¨­®ç­ ï

1 (�«-6). �ªàã¦­®áâì ¯à®å®¤¨â ç¥à¥§ ¢¥àè¨­ë A ¨ C ®áâà®ã£®«ì­®£® âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC ¨ ¯¥à¥á¥ª ¥â áâ®à®­ë

AB ¨ BC ¢ â®çª å D ¨ E. �®çª¨ D1 ¨ E1 á¨¬¬¥âà¨ç­ë â®çª ¬ D ¨ E á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ®â­®á¨â¥«ì­® ®á­®¢ ­¨ï

¢ëá®âë âà¥ã£®«ì­¨ª , ®¯ãé¥­­®© ­  áâ®à®­ã AC. �àï¬ë¥ CD1 ¨ AE1 ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥ K. �®ª ¦¨â¥, çâ®

\AKC = \ABC.

2 (�«-7). � ©¤¨â¥ ¢á¥ ¯ àë ¯à®áâëå ç¨á¥« p ¨ q â ª¨¥, çâ® p2 � p+ 1 = q
3.

3 (�«-8). �  ®áâà®¢¥ ¦¨¢ãâ 90 àëæ à¥© ¨ 10 ­®à¬ «ì­ëå «î¤¥©. �ëæ à¨ ¢á¥£¤  £®¢®àïâ ¯à ¢¤ã,   ­®à¬ «ì-

­ë¥ «î¤¨ ¬®£ãâ £®¢®à¨âì ª ª ¯à ¢¤ã, â ª ¨ «®¦ì. � §à¥è ¥âáï ¢ë¡à âì «î¡®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¦¨â¥«¥© ®áâà®¢  ¨

á¯à®á¨âì «î¡®£®  ¡®à¨£¥­ , ¥áâì «¨ ¢ íâ®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ ­®à¬ «ì­ë¥ «î¤¨. �®ª ¦¨â¥, çâ® §  10 ¢®¯à®á®¢ ¬®¦­®

£ à ­â¨à®¢ ­­® ­ ©â¨ å®âï ¡ë ®¤­®£® àëæ àï.

4. � ­ë ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«® k ¨ ¬­®£®ç«¥­ë P (x) ¨ Q(x) á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨. �§¢¥áâ­®, çâ® ¯à¨ «î¡®¬

æ¥«®¬ x ç¨á«® P (Q(x))� x ¤¥«¨âáï ­  k. �®ª ¦¨â¥, çâ® ç¨á«® Q(P (x))� x â®¦¥ ¤¥«¨âáï ­  k ¯à¨ «î¡®¬ æ¥«®¬

x.

5. �  áâ®à®­ å AB, BC ¨ AC ®áâà®ã£®«ì­®£® âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC ¢ë¡à ­ë â®çª¨ C0, A0 ¨ B
0 á®®â¢¥âáâ¢¥­­®

â ª, çâ® âà¥ã£®«ì­¨ª¨ ABC ¨ A
0
B
0
C
0 á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¯®¤®¡­ë. �®ª ¦¨â¥, çâ® ®àâ®æ¥­âà âà¥ã£®«ì­¨ª  A

0
B
0
C
0

á®¢¯ ¤ ¥â á æ¥­âà®¬ ®¯¨á ­­®© ®ªàã¦­®áâ¨ âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC.

6. �  ¯àï¬®© ¤ ­ë ¤¢  ®âà¥§ª . � ©¤¨â¥ £¥®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¬¥áâ® â®ç¥ª, ¨§ ª®â®àëå ®­¨ ¢¨¤­ë ¯®¤ à ¢­ë¬¨

ã£« ¬¨.

7.  ) �®ª ¦¨â¥, çâ® 2x3 + y
3 > 3x2y ¤«ï ¢á¥å x; y > 0.

¡) � ª®¥ ­ ¨¬¥­ìè¥¥ §­ ç¥­¨¥ ¯à¨­¨¬ ¥â ¢ëà ¦¥­¨¥ x
6+y6+z6

x3y2z
¯à¨ x; y; z > 0?

8. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬­®£®ç«¥­ ¢¨¤  ax
10 � ax

9 + bx
8 + cx

7 + : : : + kx � k

100
­¥ ¬®¦¥â ¨¬¥âì 10 à §«¨ç­ëå

¯®«®¦¨â¥«ì­ëå ª®à­¥©.

9. � áá¬®âà¨¬ ¬­à®¦¥áâ¢® ¢á¥å ®£à ­¨ç¥­­ëå äã­ªæ¨© ¨§ R ¢ R á® á«¥¤ãîé¨¬ à ááâ®ï­¨¥¬: d(f; g) =

supfjf(x) � g(x)jg. �®ª ¦¨â¥, çâ® íâ® ¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®.
�¥à¨ï 2, ¬­®£®ç«¥­¨áâ ï

10. �®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ç¨á¥« § ¤ ­  ä®à¬ã«®© xn = 2n2+3n+1
3n2+10n+7

. �®ª ¦¨â¥, çâ® ®­  ¨¬¥¥â ¯à¥¤¥« ¢ R ¨

­ ©¤¨â¥ ¥£®.

11. � ¬¥âà¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fxng áå®¤¨âáï ª â®çª¥ x,   ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fyng { ª
â®çª¥ y. �®ª ¦¨â¥, çâ® jxnynj ! jxyj.

12. �ãáâì A { ®âªàëâ®¥ ¬­®¦¥áâ¢®, B { § ¬ª­ãâ®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¢ ¬¥âà¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥. �®ª ¦¨â¥, çâ®

 ) A nB ®âªàëâ®; ¡) B nA § ¬ª­ãâ®.

13. �ãáâì A { ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ¬¥âà¨ç¥áª®£® ¯à®áâà ­áâ¢ . �£® § ¬ëª ­¨¥¬ ­ §ë¢ ¥âáï ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å â®ç¥ª

¯à®áâà ­áâ¢ , ª®â®àë¥ ï¢«ïîâáï ¯à¥¤¥« ¬¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥©, «¥¦ é¨å ¢ A.

 ) � ©¤¨â¥ § ¬ëª ­¨¥ ®âªàëâ®£® ªàã£  ­  ¯«®áª®áâ¨.

¡) �®ª ¦¨â¥, çâ® § ¬ëª ­¨¥ «î¡®£® ¬­®¦¥áâ¢  § ¬ª­ãâ®.

14. �ãáâì P { ¬­®£®ç«¥­ á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨. �§¢¥áâ­®, çâ® ¯à¨ ª ¦¤®¬ n = 1; 2; : : : ; 2008 §­ ç¥­¨¥

P (n) { âà¥å§­ ç­®¥ ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«®. �®ª ¦¨â¥, çâ® P ­¥ ¨¬¥¥â æ¥«ëå ª®à­¥©.



15. �¥¯®áâ®ï­­ë¥ ¬­®£®ç«¥­ë P (z) ¨ Q(z) á ª®¬¯«¥ªá­ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ â ª®¢ë, çâ® ¨å ¬­®¦¥áâ¢ 

ª®¬¯«¥ªá­ëå ª®à­¥© á®¢¯ ¤ îâ,   â ª¦¥ á®¢¯ ¤ îâ ¬­®¦¥áâ¢  ª®¬¯«¥ªá­ëå ª®à­¥© ¬­®£®ç«¥­®¢ P (z) � 1 ¨

Q(z)� 1. �®ª ¦¨â¥, çâ® íâ¨ ¬­®£®ç«¥­ë à ¢­ë.

16. �ãáâì f { ¬­®£®ç«¥­ á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨. �§¢¥áâ­®, çâ® ãà ¢­¥­¨¥ f(x) = x ­¥ ¨¬¥¥â à¥è¥­¨© ¢

æ¥«ëå ç¨á« å. �®ª ¦¨â¥, çâ® ãà ¢­¥­¨¥ f(f(f(x))) = x â®¦¥ ­¥ ¨¬¥¥â à¥è¥­¨© ¢ æ¥«ëå ç¨á« å.

17. �ãáâì f { ¬­®£®ç«¥­ á ¢¥é¥áâ¢¥­­ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨. �§¢¥áâ­®, çâ® ãà ¢­¥­¨¥ f(x) = x ­¥ ¨¬¥¥â

à¥è¥­¨© ¢ ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå ç¨á« å. �®ª ¦¨â¥, çâ® ãà ¢­¥­¨¥ f(f(f(x))) = x â®¦¥ ­¥ ¨¬¥¥â à¥è¥­¨© ¢ ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå

ç¨á« å.

�¥à¨ï 3, á®¤¥à¦ é ï ¢ ¦­ë¥ ¨¤¥¨

18. � ááâ®ï­¨¥¬ ®â â®çª¨ x ¤® ¬­®¦¥áâ¢  A ¢ ¬¥âà¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ (®¡®§­ ç¥­¨¥: dist(x;A)) ­ §ë¢ ¥âáï

â®ç­ ï ­¨¦­ïï £à ­ì à ááâ®ï­¨© ¬¥¦¤ã x ¨ â®çª ¬¨ ¨§ A. � ä¨ªá¨àã¥¬ ¬­®¦¥áâ¢® A ¨ ®¯à¥¤¥«¨¬ äã­ªæ¨î

f : X ! R à ¢¥­áâ¢®¬ f(x) = dist(x;A). �®ª ¦¨â¥, çâ® íâ  äã­ªæ¨ï ­¥¯à¥àë¢­ .

19. �ãáâì Y { ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ¬¥âà¨ç¥áª®£® ¯à®áâà ­áâ¢  X. �ãáâì A { ¬­®¦¥áâ¢® ¢ Y . �®ª ¦¨â¥, çâ® A

®âªàëâ® ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Y â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢X áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ®âªàëâ®¥ ¬­®¦¥áâ¢®B, çâ® A = B\Y .
20. AB { å®à¤  ®ªàã¦­®áâ¨ S. �ªàã¦­®áâ¨ S1 ¨ S2 ª á îâáï ®ªàã¦­®áâ¨ S ¢ â®çª å P ¨ Q á®®â¢¥âáâ¢¥­­®

¨ ®âà¥§ª  AB ¢ â®çª¥ K. �ª § «®áì, çâ® \PBA = \QBA. �®ª ¦¨â¥, çâ® AB { ¤¨ ¬¥âà ®ªàã¦­®áâ¨ S.

21. � §«¨ç­ë¥ ¯à®áâë¥ ç¨á«  p ¨ q â ª®¢ë, çâ® ¯à¨ ­¥ª®â®à®¬ æ¥«®¬ k > 2 ç¨á«® p2 + kpq + q
2 { â®ç­ë©

ª¢ ¤à â. �®ª ¦¨â¥, çâ® (p� 2)(q � 2) 6 k + 2.

22. �ãáâì p; q | ¯à®áâë¥ ç¨á« , q > 5. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ ç¨á«® 2p + 3p ªà â­® q, â® q > p.

23. �ãáâì P (x) | ¬­®£®ç«¥­ á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨, P (x) > 0 ¯à¨ x > 0. �®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì a0, a1, a2,

: : : § ¤ ­  á®®â­®è¥­¨ï¬¨ a0 = 0 ¨ an = P (an�1) ¯à¨ n > 1. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï «î¡ëå ­ âãà «ì­ëå n; k

 ) (an; ak) = a(n;k), £¤¥ áª®¡ª¨ ®¡®§­ ç îâ ­ ¨¡®«ìè¨© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì;

¡) an+1an+2 : : :an+k ¤¥«¨âáï ­  a1a2 : : : ak.

24. �ãáâì f { ­¥¯®áâ®ï­­ë© ¬­®£®ç«¥­ á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨. �®ª ¦¨â¥, çâ® áà¥¤¨ ¯à®áâëå ¤¥«¨â¥«¥©

ç¨á¥« f(1), f(2), f(3), : : : , ­ ©¤¥âáï ç¨á«®, ¡®«ìè¥¥ ¬¨««¨®­ .

25. �ãáâì A | ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¡¥áª®­¥ç­ëå æ¥«®ç¨á«¥­­ëå ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥©. � ¦¤®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®-

áâ¨ s 2 A á®¯®áâ ¢«¥­® æ¥«®¥ ç¨á«® f(s) â ª, çâ®

1) f(s + t) = f(s) + f(t) ¤«ï «î¡ëå ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥© s; t 2 A;

2) ¥á«¨ ¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ s ¢á¥ ç«¥­ë, ­ ç¨­ ï á ­¥ª®â®à®£®, à ¢­ë 0, â® f(s) = 0.

�®ª ¦¨â¥, çâ® f(s) = 0 ¤«ï ¢á¥å s 2 A.

26. �ãáâì a; b; c; d > 0. �®ª ¦¨â¥, çâ®  ) a

b+c+d
+ b

c+d+a
+ c

d+a+b
+ d

a+b+c
> 4

3
;

¡) a

b+2c+3d
+ b

c+2d+3a
+ c

d+2a+3b
+ d

a+2b+3c
> 2

3
.

27. � ­¥ª®â®à®¬ ï§ëª¥ ¢á¥£® ¤¢¥ ¡ãª¢ë: a ¨ b. �¢  á«®¢  ®§­ ç îâ ®¤­® ¨ â® ¦¥ ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® ¢ â®¬ á«ãç ¥,

¥á«¨ ¨å ¬®¦­® ¯®«ãç¨âì ¤àã£ ¨§ ¤àã£  ¢ëç¥àª¨¢ ­¨¥¬ ¨«¨ ¢áâ ¢ª®© ¢ ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ ¬¥áâ  ¢ëà ¦¥­¨© aa, bbb,

¨«¨ § ¬¥­®© ab ­  bba ¨ ®¡à â­®. �ª®«ìª® ¢ íâ®¬ ï§ëª¥ à §«¨ç­ëå §­ ç¥­¨© á«®¢?

�¥à¨ï 4, £¤¥ ­ã¦­® ¯à¨¬¥­¨âì â¥®à¨î

28 (�¥®à¥¬  ® ¢«®¦¥­­ëå ª®¬¯ ªâ å). �ãáâì A1, A2, A3, : : :| ¡¥áª®­¥ç­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ­¥¯ãáâëå ª®¬-

¯ ªâ­ëå ¬­®¦¥áâ¢ ¢ ¬¥âà¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥, ¯à¨ç¥¬ ª ¦¤®¥ á«¥¤ãîé¥¥ á®¤¥à¦¨âáï ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬: An+1 � An

¯à¨ ¢á¥å n. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ ¢á¥å íâ¨å ¬­®¦¥áâ¢ ­¥¯ãáâ®.

29. �  ¯«®áª®áâ¨ ¤ ­® ®£à ­¨ç¥­­®¥ ¬­®¦¥áâ¢®, á®áâ®ïé¥¥ ¨§ ¡®«¥¥ ç¥¬ ®¤­®© â®çª¨. �®ª ¦¨â¥, çâ® áà¥¤¨

(§ ¬ª­ãâëå) ªàã£®¢, á®¤¥à¦ é¨å íâ® ¬­®¦¥áâ¢®, ­ ©¤¥âáï ªàã£ ¬¨­¨¬ «ì­®£® à ¤¨ãá , ¯à¨ç¥¬ ¥¤¨­áâ¢¥­­ë©.

30.  ) � ­ë n 2 N ¨ P > 0. �®ª ¦¨â¥, çâ® áà¥¤¨ ¢á¥å ¢ë¯ãª«ëå ¬­®£®ã£®«ì­¨ª®¢, ã ª®â®àëå ¯¥à¨¬¥âà à ¢¥­

P ¨ ç¨á«® ¢¥àè¨­ ­¥ ¡®«ìè¥ n, ­ ©¤¥âáï ¬­®£®ã£®«ì­¨ª ¬ ªá¨¬ «ì­®© ¯«®é ¤¨.

¡) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬­®£®ã£®«ì­¨ª ¨§ ¯ã­ªâ  a) { íâ® ¯à ¢¨«ì­ë© n-ã£®«ì­¨ª.

¢) (�§®¯¥à¨¬¥âà¨ç¥áª®¥ ­¥à ¢¥­áâ¢®) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï «î¡®£® ¬­®£®ã£®«ì­¨ª  ¢ë¯®«­ï¥âáï ­¥à ¢¥­-

áâ¢® P 2 > 4�S, £¤¥ P { ¯¥à¨¬¥âà, S { ¯«®é ¤ì.

31. �  ®á­®¢ ­¨¨ AC âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC ¢§ïâë â®çª¨ M ¨ N â ª, çâ® à ¤¨ãáë ®ªàã¦­®áâ¥©, ¢¯¨á ­­ëå ¢

âà¥ã£®«ì­¨ª¨ ABM ¨ CBN , à ¢­ë. �®ª ¦¨â¥, çâ® à ¤¨ãáë ®ªàã¦­®áâ¥©, ¢¯¨á ­­ëå ¢ âà¥ã£®«ì­¨ª¨ ABN ¨

CBM , â ª¦¥ à ¢­ë.

32. �  ®ªàã¦­®áâ¨ S ¢ë¡à ­ë â®çª¨ A ¨ B. �®çª  C { á¥à¥¤¨­  ®¤­®© ¨§ ¤ã£ AB,   D { ­¥ª®â®à ï â®çª 

®âà¥§ª  AB. �ªàã¦­®áâì S1 ª á ¥âáï ®âà¥§ª®¢ BD (¢ â®çª¥ B1), CD ¨ ®ªàã¦­®áâ¨ S. �ªàã¦­®áâì S2 ª á ¥âáï

¯à®¤®«¦¥­¨ï ®âà¥§ª  AB §  â®çªã B (¢ â®çª¥ B2), ®ªàã¦­®áâ¨ S (¢ â®çª¥K) ¨ ¯à®¤®«¦¥­¨ï ®âà¥§ª  CD §  â®çªã

D. �®ª § âì, çâ® \B1KB2 { ¯àï¬®©.

33. � n-í«¥¬¥­â­®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ ¢ë¡à ­® 2n�1 à §«¨ç­ëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢, «î¡ë¥ âà¨ ¨§ ª®â®àëå ¨¬¥îâ ­¥¯ãáâ®¥
¯¥à¥á¥ç¥­¨¥. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢á¥ íâ¨ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  ¨¬¥îâ ­¥¯ãáâ®¥ ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥.

34. � ­® n à §«¨ç­ëå ­ âãà «ì­ëå ç¨á¥«. �  ¤®áªã ¢ë¯¨á «¨ ¢á¥ ¨å ¯®¯ à­ë¥ ­ ¨¡®«ìè¨¥ ®¡é¨¥ ¤¥«¨â¥«¨

¨ ­ ¨¬¥­ìè¨¥ ®¡é¨¥ ªà â­ë¥. �®ª ¦¨â¥, çâ® áà¥¤¨ ¢ë¯¨á ­­ëå ç¨á¥« ¥áâì ­¥ ¬¥­¥¥ n à §«¨ç­ëå.

35. � à  à §«¨ç­ëå ­ âãà «ì­ëå ç¨á¥« ­ §ë¢ ¥âáï å®à®è¥©, ¥á«¨ ã ­¨å ®¤¨­ ª®¢ë¥ ­ ¡®àë ¯à®áâëå ¤¥«¨-

â¥«¥©. �®ª ¦¨â¥, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ¡¥áª®­¥ç­® ¬­®£® å®à®è¨å ¯ à ç¨á¥« (m;n) ¤«ï ª®â®àëå ¯ à  (m + 1; n + 1)

â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï å®à®è¥©.

36. �ãáâì a1 = 0, a2 = 2, a3 = 3, an = an�2 + an�3 ¯à¨ n > 3. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯à¨ «î¡®¬ ¯à®áâ®¬ p ç¨á«® ap
¤¥«¨âáï ­  p.



�¥à¨ï 5, ­¥ â®«ìª® ¯à® ç¨á« 

37. �ãáâì p { ¯à®áâ®¥ ç¨á«®. �¯à¥¤¥«¨¬ p- ¤¨ç¥áª®¥ à ááâ®ï­¨¥ ¬¥¦¤ã æ¥«ë¬¨ ç¨á« ¬¨ ä®à¬ã«®© d(a; b) =
1
pk
, £¤¥ pk { ­ ¨¡®«ìè ï áâ¥¯¥­ì p, ­  ª®â®àãî ¤¥«¨âáï ç¨á«® a � b (¢ á«ãç ¥ a = b ¯®« £ ¥¬ d(a; b) = 0).  )

�®ª ¦¨â¥, çâ®Zá íâ¨¬ à ááâ®ï­¨¥¬ | ¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®. ¡) �¢«ï¥âáï «¨ ®­® ¯®«­ë¬?

38. �ãáâì X;Y { ¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ¯à®áâà ­áâ¢ . �â®¡à ¦¥­¨¥ f : X ! Y ­ §ë¢ ¥âáï à ¢­®¬¥à­® ­¥¯à¥àë¢­ë¬,

¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® " > 0 ­ ©¤¥âáï â ª®¥ � > 0, çâ® ¤«ï «î¡ëå â®ç¥ª x; x
0 2 X â ª¨å, çâ® jxx0j < �, ¢¥à­®, çâ®

jf(x)f(x0)j < ".

 ) �à¨¢¥¤¨â¥ ¯à¨¬¥à ­¥¯à¥àë¢­®©, ­® ­¥ à ¢­®¬¥à­® ­¥¯à¥àë¢­®© äã­ªæ¨¨ f : R! R.
¡) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï ª®¬¯ ªâ­®£® X «î¡®¥ ­¥¯à¥àë¢­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ f : X ! Y à ¢­®¬¥à­® ­¥¯à¥àë¢­®.

39. �®ª ¦¨â¥, çâ® áã¬¬  à ááâ®ï­¨© ®â â®çª¨ ¢­ãâà¨ â¥âà í¤à  ¤® ¥£® ¢¥àè¨­ ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â áã¬¬ë ¤«¨­

à¥¡¥à.

40. � âãà «ì­®¥ k â ª®¢®, çâ® ç¨á«® p = 22k+2k+1 { ¯à®áâ®¥. �®ª ¦¨â¥, çâ®  ) p ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á« 

22
k+1 � 1; ¡) k | áâ¥¯¥­ì âà®©ª¨.

41. � âãà «ì­ë¥ ç¨á«  a; b; c; d ã¤®¢«¥â¢®àïîâ à ¢¥­áâ¢ã a
2 + b

2 + ab = c
2 + d

2 + cd. �®ª ¦¨â¥, çâ® ç¨á«®

a+ b+ c+ d á®áâ ¢­®¥.

42. M { ­¥ª®â®à®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¯à®áâëå ç¨á¥«, ¢ ª®â®à®¬ ¡®«ìè¥ ®¤­®£® í«¥¬¥­â . �§¢¥áâ­®, çâ® ¤«ï ¢áïª®£®

ª®­¥ç­®£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  N � M ç¨á«® (
Q
k2N

k) � 1 ¨¬¥¥â ¯à®áâë¥ ¤¥«¨â¥«¨ â®«ìª® ¨§ M . �®ª ¦¨â¥, çâ® M

á®¢¯ ¤ ¥â á ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¢á¥å ¯à®áâëå ç¨á¥«.

43. � áâà ­¥ n £®à®¤®¢ ¨ 2n � 1 ¤®à®£ á ®¤­®áâ®à®­­¨¬ ¤¢¨¦¥­¨¥¬ (ª ¦¤ ï ¤®à®£  á®¥¤¨­ï¥â ¤¢  £®à®¤ ,

¤®à®£¨ ­¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï). �§¢¥áâ­®, çâ® ¨§ «î¡®£® £®à®¤  ¬®¦­® ¤®¥å âì ¯® ¤®à®£ ¬ ¢ «î¡®© ¤àã£®©. �®ª ¦¨â¥,

çâ® ¬®¦­® § ªàëâì ®¤­ã ¤®à®£ã â ª, çâ® íâ® á¢®©áâ¢® á®åà ­¨âáï.

44. �  ®ªàã¦­®áâ¨ ®â¬¥ç¥­® 100 â®ç¥ª. �«ï ª ¦¤®© ¯ àë â®ç¥ª, ¤ã£  ¬¥¦¤ã ª®â®àë¬¨ ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â 60�,
¯à®¢¥«¨ á®¥¤¨­ïîé¨© ¨å ®âà¥§®ª. � ª®¢® ¬¨­¨¬ «ì­® ¢®§¬®¦­®¥ ç¨á«® ®âà¥§ª®¢?

45. �ãáâì Oxyz | ¯àï¬®ã£®«ì­ ï á¨áâ¥¬  ª®®à¤¨­ â ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥, M | ª®­¥ç­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® â®ç¥ª ¯à®-

áâà ­áâ¢  ¨ Mx, My, Mz | ¬­®¦¥áâ¢  ®àâ®£®­ «ì­ëå ¯à®¥ªæ¨© ¢á¥å â®ç¥ª M ­  ¯«®áª®áâ¨ Oyz, Ozx, Oxy

á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �®ª ¦¨â¥, çâ® jM j2 6 jMxj � jMyj � jMzj.
�¥à¨ï 6, à §­®®¡à §­ ï

46 (�à¨­æ¨¯ á¦¨¬ îé¨å ®â®¡à ¦¥­¨©). �ãáâì X { ¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®. �â®¡à ¦¥­¨¥ f : X ! X

­ §ë¢ ¥âáï á¦¨¬ îé¨¬, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ q < 1, çâ® jf(x)f(y)j 6 qjxyj ¤«ï «î¡ëå x; y 2 X.

 ) �®ª ¦¨â¥, çâ® «î¡®¥ á¦¨¬ îé¥¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¯®«­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  ¢ á¥¡ï ¨¬¥¥â ­¥¯®¤¢¨¦­ãî â®çªã, â®

¥áâì â ªãî â®çªã x, çâ® f(x) = x.

¡) �à¨¢¥¤¨â¥ ¯à¨¬¥à äã­ªæ¨¨ f : R ! R, ­¥ ¨¬¥îé¥© ­¥¯®¤¢¨¦­ëå â®ç¥ª ¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥© ãá«®¢¨î

jf(x)� f(y)j < jx� yj ¤«ï «î¡ëå à §«¨ç­ëå x ¨ y.

47. �®ª ¦¨â¥, çâ® ª®¬¯ ªâ­®¥ ¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¨§®¬¥âà¨ç­® á¢®¥¬ã ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ã,

®â«¨ç­®¬ã ®â ­¥£® á ¬®£®.

48. �  áâ®à®­ åAB ¨ AC âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC ¢ë¡à ­ë â®çª¨ Q ¨ P á®®â¢¥âáâ¢¥­­® â ª, çâ® â®çª  ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï

®âà¥§ª®¢ BP ¨ CQ «¥¦¨â ­  ¡¨áá¥ªâà¨á¥ AL ã£«  A. �à¨ íâ®¬ \APQ = \ALB. �®ª ¦¨â¥, çâ® PQ { ¡¨áá¥ªâà¨á 

ã£«  APB.

49. �à® ­ âãà «ì­ë¥ ç¨á«  a, b, c ¨ d ¨§¢¥áâ­®, çâ® a
2+b
a+c

= d. �®ª ¦¨â¥, çâ® d 6 b+ (c� 1)2.

50. �ãáâì a; b 2 N. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ ç¨á«® a
2+b2

ab�1 æ¥«®¥, â® ®­® à ¢­® 5.

51. � ­ ¬­®£®ç«¥­ F (x) á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨, ¯à¨ç¥¬ ¨§¢¥áâ­®, çâ® ¤«ï «î¡®£® æ¥«®£® n ç¨á«® F (n)

¤¥«¨âáï ­  ®¤­® ¨§ æ¥«ëå ç¨á¥« a1, a2, : : : , am. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¨§ íâ¨å ç¨á¥« ¬®¦­® ¢ë¡à âì ®¤­® ç¨á«® â ª, çâ®

F (n) ¡ã¤¥â ¤¥«¨âìáï ­  ­¥£® ¤«ï «î¡®£® æ¥«®£® n.

52. �®§à áâ îé ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ­ âãà «ì­ëå ç¨á¥« ®¡« ¤ ¥â á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨: (i) a2n = an+n;

(ii) ¥á«¨ an ¯à®áâ®¥, â® ¨ n { ¯à®áâ®¥. �®ª ¦¨â¥, çâ® an = n ¤«ï ¢á¥å n.

53. � §®¢¥¬ « ¡¨à¨­â®¬ è å¬ â­ãî ¤®áªã 100� 100, £¤¥ ¬¥¦¤ã ­¥ª®â®àë¬¨ ¯®«ï¬¨ ¢áâ ¢«¥­ë ¯¥à¥£®à®¤ª¨,

­® â ª, çâ® « ¤ìï ¬®¦¥â ¯¥à¥¤¢¨£ âìáï ¯® ¢á¥© ¤®áª¥, ­¥ ¯¥à¥¯àë£¨¢ ï ç¥à¥§ ¯¥à¥£®à®¤ª¨. �® ª®¬ ­¤¥ ������

« ¤ìï á¬¥é ¥âáï ­  ®¤­® ¯®«¥ ¢¯à ¢® ¨«¨, ¥á«¨ á¯à ¢  ªà © ¤®áª¨ ¨«¨ ¯¥à¥£®à®¤ª , ®áâ ¥âáï ­  ¬¥áâ¥;  ­ «®£¨ç­®

¢ë¯®«­ïîâáï ª®¬ ­¤ë �����, ����� ¨ ����. �®­¥ç­ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì â ª¨å ª®¬ ­¤ ­ §®¢¥¬ ¯à®£à ¬-

¬®©. � ­ë ¤¢  « ¡¨à¨­â , ¢ ª ¦¤®¬ áâ®¨â « ¤ìï. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥áâì ¯à®£à ¬¬ , ¢ë¯®«­¨¢ ª®â®àãî, ª ¦¤ ï

« ¤ìï ®ª ¦¥âáï ¢ ¢¥àå­¥© ¯à ¢®© ª«¥âª¥ á¢®¥£® « ¡¨à¨­â .

�¥à¨ï 7, ¢ ª®â®à®© ¬­®£® ª®¬¡¨­ â®à¨ª¨

54.  ) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢ æ¥«®ç¨á«¥­­®© á¥â¨ (â® ¥áâì ¢á¥ ¯à®¯ãáª­ë¥ á¯®á®¡­®áâ¨ { æ¥«ë¥ ç¨á« ) áà¥¤¨ ¬ ª-

á¨¬ «ì­ëå ¯®â®ª®¢ áãé¥áâ¢ã¥â æ¥«®ç¨á«¥­­ë©.

¡) �ãáâì (S1; T1) ¨ (S2; T2) { ¬¨­¨¬ «ì­ë¥ à §à¥§ë ¢ á¥â¨ G. �®ª ¦¨â¥, çâ® à §à¥§ (S1 [ S2; T1 [ T2) â®¦¥
¬¨­¨¬ «¥­.

55 (¢¥àè¨­­ ï â¥®à¥¬  �¥­£¥à ). � ­ £à ä, ¢ ­¥¬ ¢ë¡à ­ë ­¥á¬¥¦­ë¥ ¢¥àè¨­ë a ¨ b. �ãáâì k 2 N.
�®ª ¦¨â¥, çâ® á«¥¤ãîé¨¥ ¤¢  á¢®©áâ¢  à ¢­®á¨«ì­ë:

(i) �ãé¥áâ¢ã¥â k ¯ãâ¥© ¨§ a ¢ b, ­¥ ¨¬¥îé¨å ¤àã£ á ¤àã£®¬ ®¡é¨å ¢¥àè¨­, ªà®¬¥ a ¨ b.

(ii) �à¨ ã¤ «¥­¨¨ «î¡ëå k � 1 ¢¥àè¨­, ®â«¨ç­ëå ®â a ¨ b, ¢ £à ä¥ á®åà ­ï¥âáï å®âï ¡ë ®¤¨­ ¯ãâì ¨§ a ¨ b.

56. �­ãâà¨ ®áâà®ã£®«ì­®£® âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC ¢ë¡à ­  â ª ï â®çª  K, çâ® \AKC = 2\ABC, ¨ AK=KC =

(AB=BC)2. �®çª¨ A1 ¨ C1 { á¥à¥¤¨­ë áâ®à®­ BC ¨ AB. �®ª ¦¨â¥, çâ® â®çª  K «¥¦¨â ­  ®¯¨á ­­®© ®ªàã¦­®áâ¨



âà¥ã£®«ì­¨ª  A1BC1.

57. �¨ £®­ «¨ ¢¯¨á ­­®£® ç¥âëà¥åã£®«ì­¨ª  ABCD ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥E. �àï¬ë¥ AB ¨ CD ¯¥à¥á¥ª îâáï

¢ â®çª¥ P , ¯àï¬ë¥ AD ¨ BC { ¢ â®çª¥ Q. �àï¬ ï PE ¯¥à¥á¥ª ¥â BC ¢ â®çª¥ X, ¯àï¬ ï QE ¯¥à¥á¥ª ¥â AB ¢

â®çª¥ Y . �®ª ¦¨â¥, çâ® ®âà¥§®ª XY ¯à®å®¤¨â ç¥à¥§ â®çªã ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï á¨¬¥¤¨ ­ âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC.

58. �ãáâì x; y; n { ­ âãà «ì­ë¥ ç¨á« , n > 1, xn + 1 = y
n+1. �®ª ¦¨â¥, çâ® (x; n+ 1) > 1.

59. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï «î¡®£® ¬­®£®ç«¥­  p(x) áâ¥¯¥­¨ ¡®«ìè¥ 1 á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ­ ©¤¥âáï ­¥¯®-

áâ®ï­­ ï æ¥«®ç¨á«¥­­ ï ¡¥áª®­¥ç­ ï ¢ ®¡¥ áâ®à®­ë  à¨ä¬¥â¨ç¥áª ï ¯à®£à¥áá¨ï, ª®â®à ï ­¥ á®¤¥à¦¨â ­¨ ®¤­®£®

ç«¥­  ¢¨¤  p(k), £¤¥ k 2Z.
60. � ¯®«­®¬ £à ä¥ á n ¢¥àè¨­ ¬¨ ¢ë¡à «¨ ­¥ª®â®à®¥ ¤¥à¥¢® á n ¢¥àè¨­ ¬¨ ¨ ¯®ªà á¨«¨ ¥£® à¥¡à  ¢ ¤¢ 

æ¢¥â . �®ª ¦¨â¥, çâ® ®áâ «ì­ë¥ à¥¡à  ¬®¦­® ¤®ªà á¨âì ¢ íâ¨ ¦¥ æ¢¥â  â ª, çâ®¡ë ¢ «î¡®¬ âà¥ã£®«ì­¨ª¥ ¡ë«®

­¥ç¥â­®¥ ç¨á«® à¥¡¥à æ¢¥â  1.

61. � àâ¨­­ ï £ «¥à¥ï ¨¬¥¥â ä®à¬ã ­¥¢ë¯ãª«®£® ¬­®£®ã£®«ì­¨ª  (áâ®à®­ë ¬­®£®ã£®«ì­¨ª  { íâ® áâ¥­ë

£ «¥à¥¨). �«ï «î¡ëå âà¥å â®ç¥ª A, B ¨ C, «¥¦ é¨å ­  áâ¥­ å £ «¥à¥¨, ­ ©¤¥âáï â®çª  X, ¨§ ª®â®à®© ¢¨¤­ë ¨

A, ¨ B, ¨ C (â® ¥áâì ®âà¥§ª¨ XA, XB ¨ XC á®¤¥à¦ âáï ¢ ¬­®£®ã£®«ì­¨ª¥). �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢ £ «¥à¥¥ ¥áâì â®çª ,

¨§ ª®â®à®© ¢¨¤­  ®­  ¢áï.

�¥à¨ï 8, ­  ¢ëå®¤­®©

62.  ) � ­ á¢ï§­ë© £à ä, ­¥ ï¢«ïîé¨©áï æ¨ª«®¬ ­¥ç¥â­®© ¤«¨­ë. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥£® à¥¡à  ¬®¦­® à áªà á¨âì

¢ ¤¢  æ¢¥â  â ª, çâ®¡ë ª «î¡®© ¢¥àè¨­¥ áâ¥¯¥­¨ ­¥ ¬¥­ìè¥ ¤¢ãå ¯à¨¬ëª «¨ à¥¡à  ®¡®¨å æ¢¥â®¢.

¡) �ãáâì G { ¤¢ã¤®«ì­ë© £à ä. �®ª ¦¨â¥, çâ® �
0(G) = �(G), £¤¥ �0(G) { à¥¡¥à­®¥ åà®¬ â¨ç¥áª®¥ ç¨á«®,

�(G) { ¬ ªá¨¬ «ì­ ï áâ¥¯¥­ì ¢¥àè¨­ £à ä .

63. � ­ £à ä. �ãáâì d { ¬¨­¨¬ «ì­ ï áâ¥¯¥­ì ¥£® ¢¥àè¨­. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥£® à¥¡à  ¬®¦­® à áªà á¨âì ¢

d� 1 æ¢¥â â ª, çâ®¡ë ª «î¡®© ¢¥àè¨­¥ ¯à¨¬ëª «¨ à¥¡à  ¢á¥å æ¢¥â®¢.

64. X { ª®¬¯ ªâ, ®â®¡à ¦¥­¨¥ f : X ! X â ª®¢®, çâ® jf(x)f(y)j < jxyj ¤«ï «î¡ëå à §«¨ç­ëå x; y 2 X.

�®ª ¦¨â¥, çâ® ã f ¥áâì ­¥¯®¤¢¨¦­ ï â®çª .

65. � âãà «ì­ë¥ ç¨á«  à §¡¨âë ­  ­¥áª®«ìª®  à¨ä¬¥â¨ç¥áª¨å ¯à®£à¥áá¨© (ª ¦¤®¥ ç¨á«® ¯à¨­ ¤«¥¦¨â à®¢­®

®¤­®© ¨§ ­¨å). �®ª ¦¨â¥, çâ® áà¥¤¨ íâ¨å ¯à®£à¥áá¨© ­ ©¤ãâáï ¤¢¥ á ®¤¨­ ª®¢®© à §­®áâìî.

66. � £à äáâ¢¥ ¬¥¦¤ã ­¥ª®â®àë¬¨ ãá ¤ì¡ ¬¨ ãáâ ­®¢«¥­® ®¤­®áâ®à®­­¥¥ ¨«¨ ¤¢ãáâ®à®­­¥¥ á®®¡é¥­¨¥. �®-

ª ¦¨â¥, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ãá ¤ì¡  A á® á«¥¤ãîé¨¬ á¢®©áâ¢®¬: ¨§ «î¡®© ãá ¤ì¡ë, ¤® ª®â®à®© ¬®¦­® ¤®¥å âì ¨§ A,

¬®¦­® ¢¥à­ãâìáï ¢ A.

67. � ¬­®¦¥áâ¢¥, á®áâ®ïé¥¬ ¨§ n í«¥¬¥­â®¢, ¢ë¡à ­® n + 1 ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®, ª ¦¤®¥ ¨§ ª®â®àëå á®¤¥à¦¨â

­¥ç¥â­®¥ ç¨á«® í«¥¬¥­â®¢. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ ª ª¨å-â® ¤¢ãå ¨§ ­¨å â ª¦¥ á®¤¥à¦¨â ­¥ç¥â­®¥ ç¨á«®

í«¥¬¥­â®¢.

68. �®çª  P ­ å®¤¨âáï ¢­¥ ®ªàã¦­®áâ¨ á æ¥­âà®¬ O. �àï¬ë¥ `1 ¨ `2 ¯à®å®¤ïâ ç¥à¥§ â®çªã P , ¯à¨ç¥¬ `1

ª á ¥âáï ®ªàã¦­®áâ¨ ¢ â®çª¥ A,   `2 ¯¥à¥á¥ª ¥â ®ªàã¦­®áâì ¢ â®çª å B ¨ C. � á â¥«ì­ë¥ ª ®ªàã¦­®áâ¨ ¢ â®çª å

B ¨ C ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥ X. �®ª ¦¨â¥, çâ® AX ¨ PO ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­ë.

69. �ãáâì � { ¯¥à¥áâ ­®¢ª  ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ M = f1; 2; : : :; p � 1g (£¤¥ p > 2 { ¯à®áâ®¥ ç¨á«®). �®ª ¦¨â¥, çâ®

¤«ï ­¥ª®â®àëå à §«¨ç­ëå i; j 2M ¢ë¯®«­ï¥âáï áà ¢­¥­¨¥ i�(j) � j�(i) (mod p).

70. � ¤¢ãå ãà­ å «¥¦¨â 2p + 1 è à. � ¦¤ãî á¥ªã­¤ã ¯®«®¢¨­  è à®¢ ¨§ â®© ãà­ë, £¤¥ «¥¦¨â ç¥â­®¥

ª®«¨ç¥áâ¢® è à®¢, ¯¥à¥ª« ¤ë¢ ¥âáï ¢ ¤àã£ãî ãà­ã. �ãáâì k < 2p+ 1 { ­¥ª®â®à®¥ ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«®, ¨ ¨§¢¥áâ­®,

çâ® ç¨á«  p ¨ 2p+ 1 { ¯à®áâë¥. �®ª ¦¨â¥, çâ® à ­® ¨«¨ ¯®§¤­® ¢ ®¤­®© ¨§ ãà­ ¡ã¤¥â à®¢­® k è à®¢.

�¥à¨ï 9, á ¯à®¨§¢®¤­®© ¢¤®«ì ¢¥ªâ®à 

71.  ) � ¯à®áâà ­áâ¢¥ R3 ¤ ­  â®çª  A. � áá¬®âà¨¬ äã­ªæ¨î f(X) = jAXj. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥¥ ¯à®¨§¢®¤­ ï ¢

â®çª¥ X 6= A ¢¤®«ì ¢¥ªâ®à  v à ¢­  jvj � cos�, £¤¥ � { ã£®« ¬¥¦¤ã ¢¥ªâ®à ¬¨ v ¨
�!
AX .

¡) �­ãâà¨ â¥âà í¤à  ABCD ­ è« áì â®çª  X, ¢ ª®â®à®© áã¬¬  à ááâ®ï­¨© ¤® ¢¥àè¨­ ¤®áâ¨£ ¥â ¬¨­¨¬ã¬ .

�®ª ¦¨â¥, çâ® \AXB = \CXD.

72. �ãáâì a, b, c { ­ âãà «ì­ë¥ ç¨á« . a2 + b
2+ c

2 ¤¥«¨âáï ­  a+ b+ c. �®ª ¦¨â¥, çâ® ª ª¨¥-â® ¤¢  ¨§ ç¨á¥«

a
3, b3, c3 ¤ îâ ®¤¨­ ª®¢ë¥ ®áâ âª¨ ¯à¨ ¤¥«¥­¨¨ ­  a+ b+ c.

73. �«ï «î¡ëå ­ âãà «ì­ëå ç¨á¥« n > m ¤®ª ¦¨â¥ ­¥à ¢¥­áâ¢®

[m;n] + [m+ 1; n+ 1] >
2mn

p
n�m

;

£¤¥ [x; y] | ­ ¨¬¥­ìè¥¥ ®¡é¥¥ ªà â­®¥ ç¨á¥« x ¨ y.

74. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï «î¡®£® ­ âãà «ì­®£® ç¨á«  a áãé¥áâ¢ã¥â ¡¥áª®­¥ç­® ¬­®£® ­ âãà «ì­ëå n, â ª¨å çâ®

ç¨á«® a2
n

+ 2n { á®áâ ¢­®¥.

75. � ­ ¡®à¥ ç¨á¥« a; b; c ª ®¤­®¬ã ¨§ ç¨á¥« à §à¥è¥­® ¤®¡ ¢«ïâì à §­®áâì ¬¥¦¤ã ¤¢ã¬ï ¤àã£¨¬¨, ã¬­®¦¥­­ãî

­  «î¡®¥ à æ¨®­ «ì­®¥ ç¨á«®. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¨§ ­ ¡®à  0; 1;
p
2 ­¥«ì§ï ¯®«ãç¨âì ­ ¡®à 0; 2; 1+

p
2.

76. � �¥¤¨ ¥áâì âà¨ ¯ «®çª¨. �á«¨ ¨§ ­¨å ­¥«ì§ï á«®¦¨âì âà¥ã£®«ì­¨ª, �¥¤ï ãª®à ç¨¢ ¥â á ¬ãî ¤«¨­­ãî

¨§ ¯ «®ç¥ª ­  áã¬¬ã ¤«¨­ ¤¢ãå ¤àã£¨å. �á«¨ ¤«¨­  ¯ «®çª¨ ­¥ ®¡à â¨« áì ¢ ­ã«ì ¨ âà¥ã£®«ì­¨ª á­®¢  ­¥«ì§ï

á«®¦¨âì, â® �¥¤ï ¯®¢â®àï¥â ®¯¥à æ¨î, ¨ â.¤. �®¦¥â «¨ íâ®â ¯à®æ¥áá ¯à®¤®«¦ âìáï ¡¥áª®­¥ç­®?

77. �§ â®çª¨ A ª ¤ ­­®© ®ªàã¦­®áâ¨ S ¯à®¢¥¤¥­ë ª á â¥«ì­ë¥ AB ¨ AC. �  áà¥¤­¥© «¨­¨¨ âà¥ã£®«ì­¨ª 

ABC, ¯ à ««¥«ì­®© áâ®à®­¥ BC, ¢ë¡à ­ë â®çª¨ X ¨ Y . �âà¥§ª¨ ª á â¥«ì­ëå ¨§ â®ç¥ª X ¨ Y ª S ¯¥à¥á¥ª«¨áì

¢ â®çª¥ Z. �®ª ¦¨â¥, çâ® ç¥âëà¥åã£®«ì­¨ª AXZY { ®¯¨á ­­ë©.



78. �à®ä¥áá®à � à ­â®£  áä®à¬ã«¨à®¢ « n ®¯à¥¤¥«¥­¨© á¥¯ã«¥­¨ï. �á¯¨à ­âë ¯à®ä¥áá®à  ¯® ®ç¥à¥¤¨ § -

é¨é «¨ ¤¨áá¥àâ æ¨¨ ­  â¥¬ã: \�¥¯ã«¥­¨¥ ¢ á¬ëá«¥ i-£® ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ï¢«ï¥âáï á¥¯ã«¥­¨¥¬ ¢ á¬ëá«¥ j-£® ®¯à¥-

¤¥«¥­¨ï". �à¨ íâ®¬ ­¨ª ª ï ¨§ ¤¨áá¥àâ æ¨© ­¥ á«¥¤®¢ «  ¨§ § é¨é¥­­ëå à ­¥¥. � ª®¥ ­ ¨¡®«ìè¥¥ ª®«¨ç¥áâ¢®

¤¨áá¥àâ æ¨© ¬®£«¨ § é¨â¨âì  á¯¨à ­âë � à ­â®£¨?

� â¡®©: £àã¯¯  ��-A ¯à®â¨¢ ªàã¦ª  10 ª« áá .

1. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ ¬­®£®ç«¥­ f(x) ­¥®âà¨æ â¥«¥­ ­  ®âà¥§ª¥ [0; 1], â® ¥£® ¬®¦­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥

f(x) = xp(x) + (1� x)q(x), £¤¥ ¬­®£®ç«¥­ë p ¨ q ­¥®âà¨æ â¥«ì­ë ­  R.

2. �ãáâì An | ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¯®¯ à­® ¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ¬­®¦¥áâ¢ ­ âãà «ì­ëå ç¨á¥«, ª ¦¤®¥ ¨§ ª®-

â®àëå á®¤¥à¦¨â ­¥ ¡®«¥¥ 2000 í«¥¬¥­â®¢. �®ª ¦¨â¥, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ª®­¥ç­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® B ­ âãà «ì­ëå ç¨á¥«

â ª®¥, çâ® ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ «î¡ëå ¤¢ãå ¬­®¦¥áâ¢ Ai ¨ Aj (1 � i; j < 1) á®¤¥à¦¨â å®âï ¡ë ®¤¨­ í«¥¬¥­â ¬­®¦¥áâ¢ 

B.

3. �  ¯«®áª®áâ¨ ®â¬¥ç¥­® ­¥áª®«ìª® (§ ¬ª­ãâëå) ªàã£®¢ â ª, çâ® ª ¦¤ ï â®çª  á®¤¥à¦¨âáï ­¥ ¡®«¥¥ ç¥¬

¢ áâ  ®â¬¥ç¥­­ëå ªàã£ å. �®ª ¦¨â¥, çâ® ­ ©¤¥âáï ®â¬¥ç¥­­ë© ªàã£ â ª®©, çâ® ¥£® ¯¥à¥á¥ª ¥â ­¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ 699

¤àã£¨å ®â¬¥ç¥­­ëå ªàã£®¢.

4. � âãà «ì­®¥ ç¨á«® p â ª®¢®, çâ® ç¨á«® 4x2+ p| ¯à®áâ®¥ ¤«ï «î¡®£® x = 0; 1; : : :; p� 1. � ©¤¨â¥ ¢á¥ â ª¨¥

p.

5. �  ¯àï¬®© § ¤ ­ ®âà¥§®ª. �®çª  íâ®£® ®âà¥§ª  ­ §ë¢ ¥âáï å®à®è¥©, ¥á«¨ ®­  «¨¡® á®¢¯ ¤ ¥â á ®¤­¨¬ ¨§

ª®­æ®¢ íâ®£® ®âà¥§ª , «¨¡® ¤¥«¨â ª ª®©-­¨¡ã¤ì ®âà¥§®ª á å®à®è¨¬¨ ª®­æ ¬¨ ¢ ®â­®è¥­¨¨ ®¤¨­ ª âàñ¬ (áç¨â ï

á«¥¢  ¨«¨ á¯à ¢ ). �®ª ¦¨â¥, çâ® á¥à¥¤¨­  ¨áå®¤­®£® ®âà¥§ª  | ­¥ å®à®è ï â®çª .

6. � áâà ­¥ 100 £®à®¤®¢. �¥ª®â®àë¥ ¯ àë £®à®¤®¢ á®¥¤¨­¥­ë ¤®à®£ ¬¨, ­® ­¨ª ª®© £®à®¤ ­¥ á®¥¤¨­¥­ á®

¢á¥¬¨. �§ «î¡®£® £®à®¤  ¢ «î¡®© ¤àã£®© ¬®¦­® ¤®¥å âì, § ¥§¦ ï ¯® ¤®à®£¥ ­¥ ¡®«¥¥, ç¥¬ ¢ ®¤¨­ £®à®¤. � ª®¥

­ ¨¬¥­ìè¥¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ¤®à®£ ¬®¦¥â ¡ëâì ¢ íâ®© áâà ­¥?

7. �¯¨á ­­ ï ¢ ®áâà®ã£®«ì­ë© âà¥ã£®«ì­¨ª ABC ®ªàã¦­®áâì ! ª á ¥âáï áâ®à®­ë BC ¢ â®çª¥ K. �®çª M |

á¥à¥¤¨­  ¢ëá®âë AD âà¥ã£®«ì­¨ª , ¯àï¬ ï KM ¢â®à¨ç­® ¯¥à¥á¥ª ¥â ®ªàã¦­®áâì ! ¢ â®çª¥ N 6= K. �®ª ¦¨â¥,

çâ® ®¯¨á ­­ ï ®ªàã¦­®áâì âà¥ã£®«ì­¨ª  BCN ª á ¥âáï ®ªàã¦­®áâ¨ !.

8. � ©¤¨â¥ ¢á¥ ­¥¯®áâ®ï­­ë¥ ¬­®£®ç«¥­ë p(x) ¨ q(x) á æ¥«ë¬¨ ­¥®âà¨æ â¥«ì­ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨, ¤«ï

ª®â®àëå 2p(n) � 1 ¤¥«¨âáï ­  q(n) ¯à¨ ¢á¥å ­ âãà «ì­ëå n.

9. � âà ¯¥æ¨¨ ABCD â®çª  M | á¥à¥¤¨­  ¡®ª®¢®© áâ®à®­ë CD, â®çª  P | á¥à¥¤¨­  BM , â®çª  Q |

á¥à¥¤¨­  AM . �®ª ¦¨â¥, çâ® â®çª  ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¯àï¬ëå DQ ¨ CP «¥¦¨â (áâà®£®) ¢­ãâà¨ ç¥âëà¥åã£®«ì­¨ª 

ABCD.

10. �¥¯à¥àë¢­ ï äã­ªæ¨ï f : [0; 1] ! [0; 1] â ª®¢ , çâ® ¤«ï «î¡®£® x 2 [0; 1] ­ ©¤¥âáï ­ âãà «ì­®¥ k â ª®¥,

çâ® f�(k)(x) = 0 (f�(k) | íâ® k- ï ¨â¥à æ¨ï äã­ªæ¨¨ f). �®ª ¦¨â¥, çâ® ­ ©¤¥âáï â ª®¥ k, ­¥ § ¢¨áïé¥¥ ®â x.

�¥à¨ï 10, á ­¥ï¢­®© äã­ªæ¨¥©

79. � ­ ã£®« AOB. �® «ãçã OA ®â â®çª¨ O á ¥¤¨­¨ç­®© áª®à®áâìî ¤¢¨¦¥âáï â®çª  X. �®çª  Y ¤¢¨¦¥âáï

¯® «ãçã OB â ª, çâ® ¯¥à¨¬¥âà âà¥ã£®«ì­¨ª  OXY ®áâ ¥âáï ¯®áâ®ï­­ë¬.

 ) �®ª ¦¨â¥, çâ® § ¢¨á¨¬®áâì ¤«¨­ë ®âà¥§ª  OY ®â ¢à¥¬¥­¨ { £« ¤ª ï äã­ªæ¨ï, ¨ ¢ëà §¨â¥ ¥¥ ¯à®¨§¢®¤­ãî

ç¥à¥§ � = \OXY ¨ � = \OYX.

¡) � áá¬®âà¨¬ ¯«®é ¤ì âà¥ã£®«ì­¨ª  OXY ª ª äã­ªæ¨î ®â ¢à¥¬¥­¨. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥¥ ¯à®¨§¢®¤­ ï ®¡à -

é ¥âáï ¢ ­®«ì â®«ìª® ¯à¨ OX = OY .

80. � ª¨å ç¨á¥« ®â 1 ¤® 1 000 000 ¡®«ìè¥: â¥å, ª®â®àë¥ ¯à¥¤áâ ¢«ïîâáï ¢ ¢¨¤¥ 2x2 � 3y2 ¤«ï ­¥ª®â®àëå

­ âãà «ì­ëå x; y ¨«¨ â¥å, ª®â®àë¥ ¯à¥¤áâ ¢«ïîâáï ¢ ¢¨¤¥ 10xy � x
2 � y

2 ¤«ï ­¥ª®â®àëå ­ âãà «ì­ëå x; y?

81. �®ª ¦¨â¥, çâ® ­  à¥¡à å «î¡®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬­®£®£à ­­¨ª  ¬®¦­® â ª à ááâ ¢¨âì áâà¥«ª¨, çâ®¡ë ¢

ª ¦¤ãî ¢¥àè¨­ã ¢å®¤¨«® ­¥ ¡®«¥¥ âà¥å áâà¥«®ª.

82. �¥à ¢­®¡¥¤à¥­­ë© âà¥ã£®«ì­¨ª ABC ¢¯¨á ­ ¢ ®ªàã¦­®áâì á æ¥­âà®¬ O. � á â¥«ì­ ï ª ®ªàã¦­®áâ¨ ¢

â®çª¥ A ¯¥à¥á¥ª ¥â ¯àï¬ãî BC ¢ â®çª¥ A1,  ­ «®£¨ç­® ®¯à¥¤¥«ïîâáï â®çª¨ B1 ¨ C1. �®ª ¦¨â¥, çâ® A1, B1 ¨ C1

«¥¦ â ­  ®¤­®© ¯àï¬®©, ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­®© OL, £¤¥ L { â®çª  ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï á¨¬¥¤¨ ­.

83. �¯¨á ­­ ï ®ªàã¦­®áâì âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC ª á ¥âáï áâ®à®­ BC, AC ¨ AB ¢ â®çª å A1, B1 ¨ C1 á®®â¢¥â-

áâ¢¥­­®. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯àï¬ ï A1B1 ¨ ¯àï¬ë¥, á®¤¥à¦ é¨¥ ¡¨áá¥ªâà¨áã ã£«  A ¨ áà¥¤­îî «¨­¨î, ¯ à ««¥«ì­ãî

AC, ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ ®¤­®© â®çª¥.

84. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï ¯®«®¦¨â¥«ì­ëå ç¨á¥« a, b, c ¨ d, â ª¨å çâ® a+ b+ c+ d = 1, á¯à ¢¥¤«¨¢® ­¥à ¢¥­áâ¢®

1

1�
p
a
+

1

1�
p
b
+

1

1�
p
c
+

1

1�
p
d
> 8:

85. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ ¬­®£®ç«¥­ f(x) ­¥®âà¨æ â¥«¥­ ­  ®âà¥§ª¥ [0; 1], â® ¥£® ¬®¦­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥

f(x) = xp(x) + (1� x)q(x), £¤¥ ¬­®£®ç«¥­ë p ¨ q ­¥®âà¨æ â¥«ì­ë ­  R.

86. �¥¯à¥àë¢­ ï äã­ªæ¨ï f : [0; 1] ! [0; 1] â ª®¢ , çâ® ¤«ï «î¡®£® x 2 [0; 1] ­ ©¤¥âáï ­ âãà «ì­®¥ k â ª®¥,

çâ® f�(k)(x) = 0 (f�(k) | íâ® k- ï ¨â¥à æ¨ï äã­ªæ¨¨ f). �®ª ¦¨â¥, çâ® ­ ©¤¥âáï â ª®¥ k, ­¥ § ¢¨áïé¥¥ ®â x.

�¥à¨ï 11, ç¨á«  ¯à®áâë¥ ¨ ­¥ ®ç¥­ì

87. �ãáâì a ¨ m { ¢§ ¨¬­® ¯à®áâë¥ ­ âãà «ì­ë¥ ç¨á« . �®ª ¦¨â¥, çâ® ª®«¨ç¥áâ¢® à¥è¥­¨© áà ¢­¥­¨ï x2 � a

(mod m) à ¢­® «¨¡® 0, «¨¡® áâ¥¯¥­¨ ¤¢®©ª¨.

88. �ãáâì p1; p2; p3; : : : { ¢á¥ ¯à®áâë¥ ç¨á« , ¯¥à¥ç¨á«¥­­ë¥ ¢ ¯®àï¤ª¥ ¢®§à áâ ­¨ï. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯à¨

¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè®¬ n ¢ë¯®«­ï¥âáï ­¥à ¢¥­áâ¢®

 ) 1
1�1=p1 �

1
1�1=p2 � : : : �

1
1�1=pn > 1010;



¡)
�
1 + 1

p1

��
1 + 1

p2

�
: : :

�
1 + 1

pn

�
> 1010;

¢) 1
p1
+ 1

p2
+ : : :+ 1

pn
> 1010.

89. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢ «î¡®¬ ¡¥áª®­¥ç­®¬ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢¥ ­ âãà «ì­®£® àï¤  ­ ©¤ãâáï ¤¢  í«¥¬¥­â , áã¬¬ 

ª®â®àëå ¨¬¥¥â ¯à®áâ®© ¤¥«¨â¥«ì, ¡®«ìè¨© ¬¨««¨®­ .

90. �¢ ¤à â­ë© âà¥åç«¥­ f(x) = ax
2+bx+c á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ®¡« ¤ ¥â â ª¨¬ á¢®©áâ¢®¬: ¤«ï «î¡®£®

­ âãà «ì­®£® m ­ ©¤¥âáï ­ âãà «ì­®¥ å â ª®¥, çâ® f(x) ¤¥«¨âáï ­  m. �®ª ¦¨â¥, çâ® f(x) ¨¬¥¥â à æ¨®­ «ì­ë©

ª®à¥­ì.

91. � ®áâà®ã£®«ì­®¬ âà¥ã£®«ì­¨ª¥ ABC ®â¬¥ç¥­  â ª ï â®çª  A1, çâ® \BAA1 = \CBA1 ¨ CAA1 = \BCA1.

�®çª¨ B1 ¨ C1 ®¯à¥¤¥«ïîâáï  ­ «®£¨ç­®. �®ª ¦¨â¥, çâ® â®çª¨ A1, B1, C1 ¨ ®àâ®æ¥­âà âà¥ã£®«ì­¨ª  «¥¦ â ­ 

®¤­®© ®ªàã¦­®áâ¨.

92. �ëá®âë AA1 ¨ CC1 ®áâà®ã£®«ì­®£® âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥ H. �  áâ®à®­¥ AC ­ è« áì

â ª ï â®çª  L, çâ® ®âà¥§®ª A1L ¤¥«¨âáï ¯®¯®« ¬ ¢ëá®â®© CC1,   ®âà¥§®ª C1L ¤¥«¨âáï ¯®¯®« ¬ ¢ëá®â®© AA1.

�®ª ¦¨â¥, çâ® HL ? OH, £¤¥ O | æ¥­âà ®¯¨á ­­®© ®ªàã¦­®áâ¨ âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC.

93. � ª®¢® ­ ¨¡®«ìè¥¥ ¢®§¬®¦­®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ 100-í«¥¬¥­â­®£® ¬­®¦¥áâ¢  ¬®¦­® ¢ë¡à âì â ª,

çâ®¡ë ª ¦¤®¥ ¨§ íâ¨å ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¨ ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ «î¡ëå ¤¢ãå ¨§ ­¨å á®¤¥à¦ «® ç¥â­®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® í«¥¬¥­â®¢?

�¥à¨ï 12, ¯®­¥¬­®£ã ®¡® ¢á¥¬

94. �¨á«  x; y; z 2 R â ª®¢ë, çâ® x+ y + z = x
2 + y

2 + z
2 = 1. �®ª ¦¨â¥, çâ® x3 + y

3 + z
3 > 5

9
.

95. �ãáâì k { ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«®. �«ï ª ¦¤®£® æ¥«®£® n ®â 0 ¤® 3k ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ bn áâ¥¯¥­ì âà®©ª¨ á

­ ¨¡®«ìè¨¬ ¯®ª § â¥«¥¬, ­  ª®â®àãî ¤¥«¨âáï ç¨á«® Cn

3k
. � ©¤¨â¥ áã¬¬ã

3kP
n=0

1
bn
.

96. �­®£®ç«¥­ f áâ¥¯¥­¨ n á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¨¬¥¥â n à §«¨ç­ëå ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå ª®à­¥©. �­®£®ç«¥­

g á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¨¬¥¥â à®¢­® ®¤¨­ ®¡é¨© ª®à¥­ì á f . �®ª ¦¨â¥, çâ® íâ®â ª®à¥­ì { à æ¨®­ «ì­®¥

ç¨á«®.

97 (®¡®¡é¥­­ ï â¥®à¥¬  ® ¡ ¡®çª¥). �®çª¨ A;B;C;D «¥¦ â ­  ®ªàã¦­®áâ¨. �àï¬ ï, á®¤¥à¦ é ï å®à¤ã XY

íâ®© ®ªàã¦­®áâ¨, ¯¥à¥á¥ª ¥â ¯àï¬ë¥ AC ¨ BD ¢ â®çª å, á¨¬¬¥âà¨ç­ëå ®â­®á¨â¥«ì­® á¥à¥¤¨­ë XY . �®ª ¦¨â¥,

çâ® â®çª¨ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï XY á AD ¨ BC â®¦¥ á¨¬¬¥âà¨ç­ë ®â­®á¨â¥«ì­® á¥à¥¤¨­ë XY .

98. �ë¯ãª«ë© ç¥âëà¥åã£®«ì­¨ª ABCD â ª®¢, çâ®\ABC = \ADC = \135�. �  «ãç å AB ¨ AD §  â®çª ¬¨B

¨D «¥¦ â â®çª¨M ¨ N á®®â¢¥âáâ¢¥­­® â ª¨¥, çâ®\MCD = \NCB = 90�. �¯¨á ­­ë¥ ®ªàã¦­®áâ¨ âà¥ã£®«ì­¨ª®¢
AMN ¨ ABD ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª å A ¨ K. �®ª ¦¨â¥, çâ® \AKC = 90�.

99. �ãáâì a; b; c { ¢¥ªâ®àë ­  ¯«®áª®áâ¨. �®ª ¦¨â¥ ­¥à ¢¥­áâ¢®

jaj+ jbj+ jcj+ ja+ b+ cj > ja+ bj+ jb+ cj+ ja+ cj:

100. � ª ¦¤®© ª«¥âª¥ â ¡«¨æë n�n ­ ¯¨á ­  ­¥ª®â®à ï ¡ãª¢ , ¯à¨ íâ®¬ ¢á¥ áâà®ª¨ ¤ ­­®© â ¡«¨æë à §«¨ç­ë.

�®ª ¦¨â¥, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â áâ®«¡¥æ, ¯à¨ ¢ëç¥àª¨¢ ­¨¨ ª®â®à®£® áâà®ª¨ ®áâ ¢è¥©áï â ¡«¨æë ¯®-¯à¥¦­¥¬ã ¡ã¤ãâ

à §«¨ç­ë¬¨.

101. �à¨ ã¤ «¥­¨¨ ¨§ £à ä  «î¡®© ¢¥àè¨­ë ®áâ «ì­ë¥ ¢¥àè¨­ë ¬®¦­® à §¡¨âì ­  ¯ àë á¬¥¦­ëå. �®ª ¦¨â¥,

çâ® ç¥à¥§ «î¡ãî ¢¥àè¨­ã íâ®£® £à ä  ¯à®å®¤¨â æ¨ª« ­¥ç¥â­®© ¤«¨­ë, ¢á¥ ¢¥àè¨­ë ª®â®à®£® à §«¨ç­ë.
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102. �ãáâì p { ­¥ç¥â­®¥ ¯à®áâ®¥ ç¨á«®.

 ) �ãáâì p = 4k + 1. �®ª ¦¨â¥, çâ®

2
p�1

2 � (2k)! � 2 � 4 � 6 � : : : � 4k � (�1)k � (2k)! (mod p):

¡) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ p = 8k + 1, â® 2 { ª¢ ¤à â¨ç­ë© ¢ëç¥â ¯® ¬®¤ã«î p,   ¥á«¨ p = 8k + 5, â® 2 {

ª¢ ¤à â¨ç­ë© ­¥¢ëç¥â ¯® ¬®¤ã«î p.

¢) �®ª ¦¨â¥, çâ® 2 ï¢«ï¥âáï ª¢ ¤à â¨ç­ë¬ ¢ëç¥â®¬ ¯® ¬®¤ã«î p â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  p ¤ ¥â ®áâ â®ª

1 ¨«¨ 7 ¯® ¬®¤ã«î 8.

£) �«ï ª ª¨å ¯à®áâëå p ç¨á«® �2 ï¢«ï¥âáï ª¢ ¤à â¨ç­ë¬ ¢ëç¥â®¬ ¯® ¬®¤ã«î p?

103.  ) �ãáâì p = 8k+ 1 { ¯à®áâ®¥. �®ª ¦¨â¥, çâ® p = x
2 + 2y2 ¤«ï ­¥ª®â®àëå x; y 2 N.

¡) �®ª ¦¨â¥, çâ® ç¨á«® ¢¨¤  8k+1 ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®­® ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ á¯®á®¡®¬

¯à¥¤áâ ¢¨¬® ¢ ¢¨¤¥ x2 + 2y2, £¤¥ x ¨ y { ¢§ ¨¬­® ¯à®áâë¥ ­ âãà «ì­ë¥ ç¨á« .

104. �®ª ¦¨â¥, çâ® �(an � 1) ¤¥«¨âáï ­  n ¤«ï «î¡ëå ­ âãà «ì­ëå a > 1 ¨ n > 1. (�¥à¥§ � ®¡®§­ ç ¥âáï

äã­ªæ¨ï �©«¥à : �(m) { íâ® ª®«¨ç¥áâ¢® ­ âãà «ì­ëå ç¨á¥« ®â 1 ¤® m, ¢§ ¨¬­® ¯à®áâëå á m.)

105. �®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì a1, a2, : : : § ¤ ¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: an { íâ® ­ ¨¬¥­ìè¥¥ ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«®, ­¥

¢áâà¥ç îé¥¥áï áà¥¤¨ ç¨á¥« a1, : : : , an�1 ¨ â ª®¥, çâ® a1 + a2 + : : :+ an ¤¥«¨âáï ­  n. �®ª ¦¨â¥, çâ®

 ) ¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ a1 � 1, a2 � 2, a3 � 3, : : :¢áâà¥ç îâáï ¢á¥ æ¥«ë¥ ç¨á«  ¯® ®¤­®¬ã à §ã;

¡) ¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ a1, a2, a3, : : :¢áâà¥ç îâáï ¢á¥ ­ âãà «ì­ë¥ ç¨á«  (¯® ®¤­®¬ã à §ã);

¢) ¥á«¨ an = m, â® am = n.

£) �¡®§­ ç¨¬ � = 1+
p
5

2
, � = � + 1. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® ¯ à ¢¨¤  (n; an) á®¢¯ ¤ ¥â á ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¯ à

¢¨¤  ([k�] + 1; [k�] + 1) ¨ ([k�] + 1; [k�] + 1), £¤¥ k { æ¥«®¥ ­¥®âà¨æ â¥«ì­®¥ ç¨á«®.
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106. � âãà «ì­ë¥ ç¨á«  a ¨ b â ª®¢ë, çâ® a2 + b
2 + 1 ¤¥«¨âáï ­  ab. �®ª ¦¨â¥, çâ®  ) a

2+b2+1
ab

= 3; ¡) a ¨ b

¢å®¤ïâ ¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ç¨á¥« �¨¡®­ çç¨.

107. �ãáâì x1, x2, : : : , xn | ¯®«®¦¨â¥«ì­ë¥ ç¨á« . �®ª ¦¨â¥, çâ®

x
2
1

x21 + x2x3

+
x
2
2

x22 + x3x4

+ : : :+
x
2
n

x2
n
+ x1x2

6 n� 1:

108. �ãé¥áâ¢ã¥â «¨ â ª ï ­¥¯à¥àë¢­ ï äã­ªæ¨ï f : R! R, çâ® ¥¥ §­ ç¥­¨¥ ¢ ª ¦¤®© à æ¨®­ «ì­®© â®çª¥

¨àà æ¨®­ «ì­®,   §­ ç¥­¨¥ ¢ ª ¦¤®© ¨àà æ¨®­ «ì­®© â®çª¥ à æ¨®­ «ì­®?

109. �  ¯«®áª®áâ¨ ¢ ¢¥àè¨­ å ¯à ¢¨«ì­®£® n-ã£®«ì­¨ª  á¨¤ïâ â à ª ­ë. �­¨ ®¤­®¢à¥¬¥­­® ­ ç¨­ îâ ¤¢¨-

£ âìáï á® áª®à®áâìî v ¯® áâ®à®­ ¬ ¬­®£®ã£®«ì­¨ª , ª ¦¤ë© ¢ áâ®à®­ã á®á¥¤­¥£® ¯® ç á®¢®© áâà¥«ª¥ â à ª ­ ,

¨ ¯à®¤®«¦ îâ ¤¢¨£ âìáï à ¢­®¬¥à­® ¨ ¯àï¬®«¨­¥©­®. �® ­¥ª®â®à®© ¯àï¬®© ­  ¯«®áª®áâ¨ à ¢­®¬¥à­® á® áª®à®-

áâìî v1 ¤¢¨¦¥âáï í­â®¬®«®£ � áï. �¥à¥§ ­¥ª®â®à®¥ ¢à¥¬ï ®ª § «®áì, çâ® � áï à §¤ ¢¨« âà¥å â à ª ­®¢. �®ª -

¦¨â¥, çâ® v = v1.

110. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ ¬­®£®ã£®«ì­¨ª ¬®¦­® à §¡¨âì ­  ¤®¬¨­®èª¨ (¯àï¬®ã£®«ì­¨ª¨ 1 � 2), â® å®âï ¡ë

®¤­  ¨§ ¥£® áâ®à®­ ¨¬¥¥â ç¥â­ãî ¤«¨­ã.

111. � ­ á¢ï§­ë© £à ä á ç¥â­ë¬ ç¨á«®¬ ¢¥àè¨­. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¨§ ­¥£® ¬®¦­® ã¡à âì ­¥áª®«ìª® (¢®§¬®¦­®,

­®«ì) à¥¡¥à â ª, çâ®¡ë ¢ ®áâ ¢è¥¬áï £à ä¥ áâ¥¯¥­¨ ¢á¥å ¢¥àè¨­ ¡ë«¨ ­¥ç¥â­ë.

112. �  ¯«®áª®áâ¨ ®â¬¥ç¥­® ­¥áª®«ìª® â®ç¥ª, ¨§ ª ¦¤®© ¯à®¢¥¤¥­ë âà¨ «ãç , ­¥ ¯à®å®¤ïé¨å ç¥à¥§ ¤àã£¨¥

®â¬¥ç¥­­ë¥ â®çª¨. �®ª ¦¨â¥, çâ® ®¡« áâ¨, ­  ª®â®àë¥ à §¡¨« áì ¯«®áª®áâì, ¬®¦­® ¯à ¢¨«ì­® à áªà á¨âì ¢ âà¨

æ¢¥â .

113. �  ¯«®áª®áâ¨ ¤ ­ë ¤¢¥ § ¬ª­ãâë¥ 15-§¢¥­­ë¥ «®¬ ­ë¥. �á¥ 30 ¢¥àè¨­ «®¬ ­ëå à §«¨ç­ë ¨ ­¨ª ª¨¥

âà¨ ¨§ ­¨å ­¥ «¥¦ â ­  ®¤­®© ¯àï¬®©. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬®¦­® ¢ë¡à âì ¢ ª ¦¤®© «®¬ ­®© ¯® ®¤­®¬ã §¢¥­ã â ª,

çâ®¡ë ¢ë¡à ­­ë¥ §¢¥­ìï ¡ë«¨ ¯à®â¨¢®¯®«®¦­ë¬¨ áâ®à®­ ¬¨ ­¥ª®â®à®£® ¢ë¯ãª«®£® ç¥âëà¥åã£®«ì­¨ª .
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114. �®çª  M ­ å®¤¨âáï ¢­ãâà¨ ¤¨ ¬¥âà  AB ®ªàã¦­®áâ¨ S, ­® ­¥ á®¢¯ ¤ ¥â á ¥£® æ¥­âà®¬. �® ®¤­ã áâ®à®­ã

®â ¤¨ ¬¥âà  AB ­  ®ªàã¦­®áâ¨ S ¢§ïâë ¤¢¥ à §«¨ç­¥ë â®çª¨ P ¨ Q â ª, çâ®¡ë ®âà¥§ª¨ PM ¨ QM ®¡à §®¢ë¢ «¨

á AB à ¢­ë¥ ã£«ë. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢á¥ â ª¨¥ ¯àï¬ë¥ PQ ¯à®å®¤ïâ ç¥à¥§ ®¤­ã â®çªã.

115. �­®£®ç«¥­ë P (x) ¨ Q(x) â ª®¢ë, çâ® ¢ë¯®«­ï¥âáï â®¦¤¥áâ¢® P (x2 � x+ 1) � Q(x2 + x + 1). �®ª ¦¨â¥,

çâ® ®¡  ¬­®£®ç«¥­  { ª®­áâ ­âë.

116. �§ ª àâ®­  ¢ëà¥§ ­ë ¤¢  ®¤¨­ ª®¢ëå ¯à ¢¨«ì­ëå 111-ã£®«ì­¨ª . �¥àè¨­ë ª ¦¤®£® ¨§ ­¨å § ­ã¬¥à®¢ -

­ë ç¨á« ¬¨ ®â 1 ¤® 111 ¢ ¯à®¨§¢®«ì­®¬ ¯®àï¤ª¥. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¨å ¬®¦­® ­ «®¦¨âì ®¤¨­ ­  ¤àã£®© (¢®§¬®¦­®,

¯¥à¥¢¥à­ã¢) â ª, çâ®¡ë ­¨ª ª¨¥ ¤¢¥ ¢¥àè¨­ë á ®¤¨­ ª®¢ë¬ ­®¬¥à®¬ ­¥ á®¢¯ «¨.

117. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢ ¢ë¯ãª«ë© ¬­®£®ã£®«ì­¨ª ¯«®é ¤¨ S ¨ ¯¥à¨¬¥âà  P ¬®¦­® ¯®¬¥áâ¨âì ®ªàã¦­®áâì

à ¤¨ãá  S

P
.

118. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï «î¡ëå ¯®«®¦¨â¥«ì­ëå ç¨á¥« a1; a2; : : : ; an ¢¥à­® ­¥à ¢¥­áâ¢®

�
1 +

a
2
1

a2

��
1 +

a
2
2

a3

�
: : :

�
1 +

a
2
n

a1

�
> (1 + a1)(1 + a2) : : : (1 + an):


