
óÅÒÉÑ 5, Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ

1. n > 2 { ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, p { �ÒÏÓÔÏÅ.

Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ p > 2n, ÔÏ C

n

2n

ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ n < p < 2n, ÔÏ p ×ÈÏÄÉÔ × C

n

2n

ÒÏ×ÎÏ × �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ.

×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ

2n

3

< p 6 n, ÔÏ C

n

2n

ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p.

Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ p >
√

2n, ÔÏ p ×ÈÏÄÉÔ × C

n

2n

ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ.

Ä) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ C

n

2n

ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p

k

, ÔÏ p

k 6 2n.

Å) �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ n C

n

2n

< 4

n

;

Ö) �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ n > 1 C

n

2n

>

4

n

2

√

n

.

Ú) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ p, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ n < p 6 2n− 1, ÄÅÌÉÔ C

n

2n−1

.

É) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÈ n, ÍÅÎØÛÅ 4

n

.

Ë) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ R

n

{ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ �ÒÏÓÔÙÈ p Ó n < p 6 2n, ÔÏ R

n

>

4

n

3

2

√

n(2n)

�(

√

2n)

�ÒÉ ×ÓÅÈ

ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n.

Ì) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R

n

>

4

n

3

2

√

n(2n)

√
n

2

�ÒÉ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n > 98.

Í) ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ n > 5 ÍÅÖÄÕ n É 2n ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ

�ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÌÁ. (óÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ; ÓËÕÞÎÙÊ É ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ �ÌÁÎ { 2

k

> 18(k + 1) �ÒÉ

ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ k > 8; 2

x

> 18x �ÒÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ x > 8; 2

x

> 6x �ÒÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ x > 6).

Î) (ðÏÓÔÕÌÁÔ âÅÒÔÒÁÎÁ, 1845; ÔÅÏÒÅÍÁ þÅÂÙÛÅ×Á, 1850). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ n > 3 ÍÅÖÄÕ n É

2n− 2 ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÏ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ.

2. a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a, b, 
, A, B, C ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ

x

2

+ y

2

+ z

2

= (ax+ by + 
z)(Ax+By + Cz)

×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ ×ÓÅÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ x, y, z.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a, b, 
, A, B, C ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ

x

2

+ y

2

+ z

2

= (ax+ by + 
z)(Ax+By + Cz)

×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ ×ÓÅÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ x, y, z.

3. äÁÎÙ n �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ x

1

, x

2

, : : : , x

n

, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ x

1

x

2

: : : x

n

= a. äÏËÁÖÉÔÅ,

ÞÔÏ (1 + x

1

)(1 + x

2

) : : : (1 + x

n

) > (1 +

n

√

a)

n

.

4. ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ a, b, 
, A, B, C ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ a + A = b + B = 
 + C = k. äÏËÁÖÉÔÅ,

ÞÔÏ aB + bC + 
A 6 k

2

.

5. ðÕÓÔØ P (x; y) { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ

Á) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x, y É z ÉÍÅÅÍ P (x+ z; y + z) = P (x; y);

Â) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x É y ÉÍÅÅÍ P (x+ 1; y + 1) = P (x; y).

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ Q(z), ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x É y ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï P (x; y) = Q(x− y).

6. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒÅÈÞÌÅÎ p(x) Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØ-

ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n, × ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ ÏÄÎÉ ÅÄÉÎÉ�Ù, ÞÉÓÌÏ p(n) ÔÁËÖÅ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍÉ

ÅÄÉÎÉ�ÁÍÉ?

7. íÎÏÇÏÞÌÅÎ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ P (x) ÉÍÅÅÔ ÞÅÔÙÒÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÑ: a > b > 
 > d. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ

P (x) ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ P (x) = Q(R(x)), ÇÄÅ Q(x) É R(x) { Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅ ÔÒÅÈÞÌÅÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

a− b = 
− d.

8. Á) ðÕÓÔØ a, m, n { ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, a > 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a

m

+1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a

n

+1, ÔÏ m ÄÅÌÉÔÓÑ

ÎÁ n.

Â) ðÕÓÔØ a, b, m, n { ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, �ÒÉÞÅÍ a ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÏ Ó b É a > 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a

m

+ b

m

ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a

n

+ b

n

, ÔÏ m ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n.


