
óÅÒÉÑ 8(b): ÎÅÞÅÓÔÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ.

1. îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÔÍÅÞÅÎÙ ×ÅÒÛÉÎÙ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÌÅÖÁÝÅÇÏ ×ÎÕÔÒÉ ÎÅÇÏ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ m-ÕÇÏÌØÎÉËÁ

ÔÁË, ÞÔÏ ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÉÚ m + n ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ k

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ k

2

− k+1 6 m+n, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×Ù�ÕËÌÙÊ (k+1)-ÕÇÏÌØÎÉË Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ

ÔÏÞËÁÈ, ×ÎÕÔÒÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÉËÁËÁÑ ÄÒÕÇÁÑ ÏÔÍÅÞÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ.

2. ÷ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÍ ËÕÓËÅ ÓÙÒÁ ÅÓÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÒÕÇÌÙÈ ÄÙÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÎÁ ×Ù�ÕËÌÙÅ

ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ �ÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÕ ÄÙÒËÕ.

3. îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÒÏ×ÅÄÅÎÏ n �ÒÑÍÙÈ (n > 2), ÄÅÌÑÝÉÈ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÂÌÁÓÔÅÊ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÜÔÉÈ

ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÏËÒÁÛÅÎÙ, �ÒÉÞÅÍ ÎÉËÁËÉÅ Ä×Å ÏËÒÁÛÅÎÎÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÓÏ�ÒÉËÁÓÁÔØÓÑ �Ï ÇÒÁÎÉ�Å. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

ÞÉÓÌÏ ÏËÒÁÛÅÎÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ

1

3

(n

2

+ n).

4. îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÏ 2n+ 1 �ÒÑÍÙÈ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n(n+ 1)(2n+ 1)=6 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ

ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÜÔÉÈ �ÒÑÍÙÈ.

5. îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁ×ÎÙÈ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, �ÒÉÞÅÍ

ÓÒÅÄÉ ÌÀÂÙÈ k + 1 Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Á �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ

ÞÅÍ ÎÁ 2k − 1 ÎÅ�ÕÓÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÔÁË, ÞÔÏ × ËÁÖÄÏÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ.

6. äÌÉÎÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁ×ÎÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÒÉ ËÒÕÇÁ ÒÁÄÉÕÓÁ

1

√

3

Ó �ÅÎÔÒÁÍÉ ×

×ÅÒÛÉÎÁÈ �ÏËÒÙ×ÁÀÔ ×ÅÓØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË.

7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÔÁË ÕÄÁÌÉÔØ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ, ÞÔÏ

ÏÓÔÁ×ÛÅÅÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÄÉÁÍÅÔÒÁ. (äÉÁÍÅÔÒ { ÜÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ

ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.)

8. äÁÎÙ Ä×Á ×Ù�ÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ �ÅÒ×ÏÇÏ ÎÅ

ÂÏÌØÛÅ 1, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÔÁËÖÅ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1, Á ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ

×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÒÁÚÎÙÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ 1=

√

2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ

ÔÏÞÅË.


