
÷ÓÔÕ�ÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ, 11 ËÌÁÓÓ

1. ðÕÓÔØ 0 6 a; b;  6 1. äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
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2. ðÕÓÔØ A

n

{ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË � ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X = {1; : : : ; n} ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ i 6 n ×ÅÒÎÏ

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(i) = i + 100. ðÕÓÔØ B

n

{ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË � ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ i < n

×ÅÒÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(i+ 1) = �(i) + 100. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A

n

= B

n

.

3. ãÅÎÔÒ O ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ! ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ . îÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ  ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ ÔÏÞËÁ A, ÌÅÖÁÝÁÑ ×ÎÅ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ !. ðÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ A É O, �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ! × ÔÏÞËÁÈ P É Q. ðÒÑÍÙÅ OP É OQ

×ÔÏÒÉÞÎÏ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ  × ÔÏÞËÁÈ P

′
É Q

′
. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ �ÒÑÍÙÅ P

′
Q

′
ËÁÓÁÀÔÓÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

4. âÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ ÔÕ�ÏÇÏ ÕÇÌÁ B �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ABCD �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÕ AD × ÔÏÞËÅ P , Á �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ

ÓÔÏÒÏÎÙ CD × ÔÏÞËÅ Q. ìÕÞÉ AD É CD �ÅÒÅÓÅËÁÀÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ !, Ï�ÉÓÁÎÎÕÀ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, × ÔÏÞËÁÈ

A
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É C

1

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ïËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Ï�ÉÓÁÎÎÙÅ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× PQA

1

É PQC

1

×ÔÏÒÉÞÎÏ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ! × ÔÏÞËÁÈ A

2

É C

2

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÑÍÙÅ AC, A

2

C

2

É ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ × ÔÏÞËÅ B Ë

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ! �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

5. äÁÎÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n > 3. ÷ÎÁÞÁÌÅ ÎÁ ÄÏÓËÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ ÞÉÓÌÁ 1 É 2. ä×ÏÅ ÉÇÒÁÀÔ × ÉÇÒÕ, ÈÏÄÑ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ.

ëÁÖÄÙÍ ÈÏÄÏÍ ÉÇÒÏË ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔ ÎÁ ÄÏÓËÕ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÅ n, ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÝ£ ÎÅÔ ÎÁ ÄÏÓËÅ,

ÎÏ ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÄÏÓËÉ ÉÌÉ ÕÄ×ÏÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ Ó ÄÏÓËÉ. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÔÏ ÎÁ�ÉÛÅÔ n.

ëÔÏ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÒÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÉÇÒÅ { ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÊ ÉÌÉ ÅÇÏ ÓÏ�ÅÒÎÉË?

6. îÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ p ÎÁÚÏ×ÅÍ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ �ÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ k ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ 2 6 k 6
√
p,

×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï { p
k

} > 0; 01 (ÆÉÇÕÒÎÙÅ ÓËÏÂËÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÄÒÏÂÎÕÀ ÞÁÓÔØ ÞÉÓÌÁ). ëÏÎÅÞÎÏ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ?

7. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ p ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ 4x

2

+ p { �ÒÏÓÔÏÅ �ÒÉ ×ÓÅÈ x = 0; 1; : : : ; p− 1.

8. ðÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË a × b (a 6 b) ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ, ÉÄÕÝÉÍÉ �Ï ÌÉÎÉÑÍ ÓÅÔËÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, ÒÁÚÒÅÚÁÎ

ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ �ÌÏÝÁÄÉ

1

2

Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÕÚÌÁÈ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2a �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ.

9. îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ n ÔÏÞÅË, ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÎÅ

ÍÅÎÅÅ 1 ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÎÅ ÍÅÎÅÅ n=7

ÔÏÞÅË, ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÎÅ ÍÅÎÅÅ

√
3 ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ.

10. äÁÎ ÇÒÁÆ ÎÁ n ×ÅÒÛÉÎÁÈ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÅÇÏ ÒÅÂÒÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ n

2

=4 ÍÎÏÖÅÓÔ×,

ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÉÌÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ.


